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1 Highest weight variety と極小巾零軌道

Abstract

半単純 Lie 群の有限次元表現については既知とする。復習を兼ねて、最高ウェイト
多様体の一般論を Popov-Vinbergにしたがって行なう。この定理を応用して、極小巾零
軌道の導入をする。参考図書として [63], [65], [44], [43] をあげておく。証明を気にしな
ければ、[65] はお薦めの一冊。

1.1 Highest weight variety の一般論

G を半単純連結な代数群 =C とする。

V = V : G の最高ウェイト  の既約有限次元表現 (自明ではないと仮定する)

v = v : 最高ウェイトベクトル

De�nition 1.1 Y = G � v � V を highest weight varietyと呼ぶ。以下 HWV と記す。代数
多様体 Y に対して Y 上の正則関数の全体 (つまり global sectionsの全体)を R (Y )で表す。
また R (Y ) を係数とする Y 上の globalな代数的微分作用素の全体を D (Y ) と書く。

Theorem 1.2 (Vinberg-Popov [37], Kostant) (1) Y は V の自明でない最低次元の G
軌道であって、Y = Y [ f0gは正規多様体である。また Y � Y は smoothな部分多様体で
ある。(つまり特異点は原点のみ)

(2) R (Y ) = R �Y �
(3) Y; Y には Gが作用しているので、自然に R (Y ) = R �Y � 上に Gの表現が定義される。
このとき

R (Y ) = R �Y � 'M
m�0

V �
m :

Proof. (1) の証明 : 次の補題を使う。

Lemma 1.3 射影空間 P(V )で考えた時に、G � [v] � P(V )は P(V )のただ一つの最低次元の
軌道である。ただし [v] 2 P(V )は最高ウェイトベクトル v の代表する射影空間の点である。

もしこれが示されたとすると、Y = G � v が V の中で最低次元の軌道になることが次の
ようにしてわかる。まず Y は錐であるから、

dimY = dim p(Y ) + 1

である。ただし自然な射影 p : V nf0g ! P(V )による Y の像を p(Y ) と書いた。

一方他の G 軌道 O に対しては、明らかに dimO � dim p(O) なので、
dimO � dim p(O) > dim p(Y ) = dimY � 1; (1.1)
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dimO + 1 > dimY; dimO � dimY

となる。1

代数多様体上の代数群の作用に対しては、閉包 O に属する軌道は O とそれより低次の
軌道からなることが一般論により知られている2。したがって Y に属する可能性のある唯一
の軌道はそれより低次の f0g のみである。一方 Y は錐なので、明らかに f0gは閉包に入っ
ている。

また Y は G 軌道なので明らかに smooth である。(smooth な点は稠密にあり、等質空
間なのだから結局すべての点が smoothである。)

以上から上の補題が示せれば (1) の前半 (正規多様体の主張を除いた部分)は証明できた
ことになる。

以下補題の証明: V 3 8u 6= 0 をとる。このとき G � [u] の閉包に [v]が属していることが示
されれば OK。そうすると閉包に属しているのだから、G � [u] 6= G � [v]なら dimG � [v] の次
元の方が真に小さい。

まず u をウェイト分解する。

u =
X
�2h�

u�

このとき H 2 hRであって、正ルート系を定義しているようなものをとる。この H に対して

f� 2 h� j u� 6= 0g
の中で最大になるようなウェイトを � とする。そうすると ht = exp(tH) と書いて

ht � u =
X
�

h�t u� = h�t
X
�

h���t u�

だから、

ht � [u] =
"X

�

h���t u�

#
�! [u�] (t!1)

つまり G � [u] 3 [u�]である。

さて、単純ルート � 2 � をとり、そのルートベクトルを X� と記す。すると

Xm+1
� u� = 0; Xm

� u� 6= 0

となるような m に対して Xm
� u� 2 G � [u�] であることが、u = expX� � u� に直前の議論を

応用することによりわかる。
1この等号つき不等号は best possible であって、実際に dimO = dimY となるような最低次元の軌道が他

に存在することがある。実際、SL(2; C ) の随伴表現を考えると、半単純軌道も巾零軌道もすべて 2次元 (ゼロ
軌道を除けば)である。

2これは「任意の軌道が局所閉である」ことから従う。証明は例えば、[64, Lemma 2.3.3]参照。
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これを各単純ルートに対して行なうと、ウェイトはどんどん大きくなるので、いつかは
Xmk
�k
� � �Xm1

�1
u� の形のベクトルが最高ウェイトベクトルにたどり着く (もしたどり着かなけ

れば最高ウェイトベクトルが二つあることになり矛盾する)。このようにたどっていったも
のはすべて G 軌道の閉包に含まれるという関係にあるので、最終的にG � [u] 3 [v]が結論さ
れる。

補題の証明終り

この補題の証明中で明らかになったことをまとめておこう。

Exercise 1.4 次のことを証明せよ。

(1) 軌道 Y = G � v と同じ次元の軌道があったとしたらそれは錐ではあり得ない。[ヒント
: (1.1) 式を参照せよ。]

(2) v = v の固定部分群を H、[v ] 2 P(V ) の固定部分群を Q と書くと、Q は放物型部分
群であって、Q=H ' C � となる。さらに Q は単純ルート系 � の中の次の部分集合に対応
するような PSGである。

Q ! f� 2 � j ( ; �) = 0g

[ヒント : Qが PSGであることは、G=Q = G � [v]が射影多様体であることから従う。もっ
とも Qが Borel 部分群を含むことは明らかなので、そちらから行ってもよい。H が Q の
中で正規部分群になっていることはその定義からほぼ明らかである。Qに対応する単純ルー
トについては例えば [43, Th. 3.2] を見るとよい。]

(3) 軌道 Y = G � v の次元は

dimY = #f� 2 �+ j ( ; �) 6= 0g+ 1

で与えられる。

さて残りの主張をまとめて示そう。まず、vの固定部分群を Hと書くと、Y = G�v ' G=H
なので3

R (Y ) ' C [G=H] = C [G]H = indGH 1H
4
=

X�

V�2 bG

dim(V �
�
H)V� =

X�

V�2 bG

dim(V H
� )V �

�

である。等式
4
=は代数群の (代数的な)誘導表現に関する Frobenius Reciprocityから従う4。

そこで R (Y ) を決めるには V H
� を決定すればよい。H は Borel の極大巾単部分群を含

んでいるから、 V H
� の元は最高ウェイトベクトルであって、従って一次元以下である。それ

3この部分複素だといつも OKだが、代数群のカテゴリーでは若干複雑である。[44, Prop. 6.7] 参照。
4Gを代数群、H をその閉部分群とする時、HomG(W; ind

G

HV ) ' HomH(W
�
�
H
; V )が成り立つ。この事実

はすぐにでも証明できるが、例えば [43, x6] 参照。
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が一次元になるためには、T \H 上で �が自明であることが必要にして十分な条件である。
T \H は  のゼロ化部分群であるから Pontryagin 対応5によって、そのようなウェイトは

� 2 fm j m 2 Zg

とならなければいけないことがわかる。さらに � は dominant だから � = m (m � 0) で
ある。以上から次の G 加群としての分解がわかった。

R (Y ) '
X�

m�0

V �
m (1.2)

Exercise 1.5 上の Pontryagin 対応の部分をトーラス T に対して定式化し、それを証明せ
よ。[ヒント : T

 ! C � は全射。この準同型を通して、Ind Tker 1 ' C [C � ] = C [x; x�1 ] とな
る。これを利用せよ。]

次に R �Y �について調べよう。Y は aÆne variety なので、制限写像

S(V �) �! R �Y �
は全射、G-equivariant である。いま m 次斉次成分 Sm(V �) の最低ウェイトベクトル f を
とり、そのウェイトを � としよう。 Borel 部分群を�

B = TU : Borel 部分群
B� = TU� : opposite Borel 部分群

などと書くと、 u� 2 U� に対して、f が最低ウェイトベクトルであることから

f(v ) = (u�f)(v ) = f((u�)�1v )

ところが、 B�v = C
�U�v � Y : 稠密 なので

f(v ) = 0() f
��
Y
= 0

が結論される。またトーラスの作用については 8t 2 T に対して

t� � f(v ) = (t f)(v ) (f はウェイトが � のウェイトベクトル)

= f(t�1v ) = f(t� v )

= t�m f(v ) (f は斉次 m 次式)

となって、もし f(v ) 6= 0 なら � = �m でなければならないことがわかる。
さらにこのような条件からウェイト �m の最低ウェイトベクトルは Y 上で完全に決

まってしまうから、そのようなベクトルの R �Y �における重複度は 1 以下である。

5例えば、[45, 第 8章 x2]を見よ。しかし、代数群の場合には若干の修正が必要である (つまり代数群では代
数的な指標しか考えないので)。
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この重複度がゼロでないことは次のようにしてわかる。V �
 の最低ウェイトベクトルを

v� 6= 0 と書き、f = (v� )
m 2 Sm(V �

 ) とおく。すると、

f(v ) = (hv� ; v i)m 6= 0

なので6 f
��
Y
6= 0 である。さらにこれがウェイト �m の最低ウェイトベクトルであること

が容易に確認できる。

以上から次の式がわかった。

R �Y � ' X�

m�0

V �
m (1.3)

したがって (1.2), (1.3) を比較して、

R �Y � = R (Y ) ' C [G]H

が結論できる。以上で (2) および (3)が示された。さらに C [G]H は整閉なので Y は正規多
様体である。7 Q.E.D.

Exercise 1.6 v を V の最高ウェイトベクトル、v� を V �
 の最低ウェイトベクトルとする

とき、hv� ; v i 6= 0 を示せ。

1.2 最高ウェイト多様体の例

いくつか例をあげる。

Example 1.7 V を n 次元ベクトル空間、V � をその双対空間とする。V � を G = GL(V )
の表現と思うともちろん既約表現であって、その最高ウェイトベクトルは

V � ' C
n 3 e�1 =

26664
1
0
...
0

37775
である。G � e�1 = V � n f0gだから、Y = V � (全体!)となる。したがって

C [V �] = C [Y ] '
X�

m�0

Vm�1

となる。ここに �1 は表現 V の最高ウェイト (1番目の基本ウェイト)。S(V ) ' C [V �] は対
称テンソルの空間と思うことができるので、上の分解から、よく知られた事実として、m 階
の対称テンソルの空間 (あるいは m 次斉次式の空間) Sm(V )は GL(V )の表現として既約で
あって、その最高ウェイトが m�1 = (m; 0; : : : ; 0)であることがわかる。

6演習 1.6 を参照
7一般に整閉整域の H 不変元全体はまた整閉である。このことから、正規多様体の代数群による geometric

quotient はまた正規であることが従う。
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Example 1.8 2n 次の直交群 G = SO2n(C ) の自然表現 V = C
2n を考えよう。ただし対称

双一次形式を通常のようではなく、次の対称行列 J に関して取ることにする。

J =

�
0 1n
1n 0

�
すると、最高ウェイトベクトルは

V = C
2n 3 e1 =

26664
1
0
...
0

37775
となる (e1 は null vector であることに注意)。また最高ウェイトは �1 = (1; 0; : : : ; 0) であ
る。最高ウェイト多様体は

Y = G � e1 = fnull vectors v 2 V j tvJv = 0g =
(�

xi
yj

�
6= 0 j

nX
i=1

xiyi = 0

)

で、null vector の全体となる。特に Y は 2n� 1 次元の超曲面で、V とは異ることに注意。
F =

Pn
i=1 xiyi とおくと、

C [Y ] = C [xi ; yj]=(F ) '
X�

m�0

Vm�1

である (最後の式で V �
m�1
' Vm�1

に注意)。

この式を使ってちょっとした応用を考える。まずポアンカレ級数を考えると

P (C [Y ]; t) =
1

(1� t)2n �
t2

(1� t)2n =
1� t2

(1� t)2n =
1 + t

(1� t)2n�1

= (1 + t)
1X
k=0

�
2n+ k

k

�
tk

= 1 +
1X
k=1

��
2n+ k

k

�
+

�
2n+ k � 1

k � 1

��
tk

だから、m 次斉次の部分を比較して、

dimVm�1
=

�
2n+ k

k

�
+

�
2n+ k � 1

k � 1

�
がわかる。もちろんこれは Weyl の次元公式を使っても簡単に計算できる。

Example 1.9 G = GLp �GLq を考え、p� q 行列の全体 Mp;q に次のように作用している
とする。

(g; h) �X = gX th ((g; h) 2 G;X 2Mp;q)
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このとき contragredient 表現 M�
p;q = Mq;p の最高ウェイトベクトルとして E11 2 Mq;p が取

れる。ただし Eij は (i; j) 成分が 1で他は全てゼロの行列単位。すると E11 を通る軌道は

Y = G � E11 = fX 2Mq;p j rankX = 1g

となり、最高ウェイト多様体は

Y = fX 2 Mq;p j rankX � 1g : determinantal variety

となる。定義方程式は二次小行列式の全体 fxijxkl � xilxkj j 1 � i; k � q; 1 � j; l � pg で与
えられる。また正則関数環の分解は次のようになる。

C [Y ] '
X�

m�0

V
(p)
m�1

� V
(q)
m�1

1.3 極小巾零軌道の存在

この定理を G のリー環 g 上の随伴表現に対して適用してみよう。

Theorem 1.10 G を単純代数群 =C として、 gをそのリー環 =C とする。また以下では G
の g 上の随伴表現を考える。随伴軌道のことを単に軌道と呼ぶ。

(1) G のゼロでない巾零軌道中最低次元のものがただ一つ存在する。この軌道を Omin と表
し、極小巾零軌道と呼ぶ8。Ominは Gのゼロを除くすべての軌道の中で最低次元であり、そ
の閉包 Omin = Omin [ f0gは正規多様体である。
(2)  を最高ルートとすると、Omin;Omin 上の正則関数は一致して、G 加群としての分解が
次のように与えられる。

R (Omin) = R
�Omin

�
=
X�

m�0

Vm 

ここに V� は G の最高ウェイト � の表現である。

Proof. G は単純なのでその随伴表現は既約であり、随伴表現の最高ウェイトは最高ルー
トに一致している。つまり最高ウェイトベクトルは X で、巾零元となっていることに注意
せよ。そうするとこの定理のほとんどの主張は、前定理 1.2 より従う。

明らかでない点は、巾零軌道の中でただ一つの最低次元軌道であるという点と、V �
 ' V 

である点であろう。後者はやさしい。前者については巾零軌道が錐であること (系 3.3)と、
演習 1.4 の (1)により従う。 Q.E.D.

Exercise 1.11 V �
 ' V であることを証明せよ。ただし  は最高ルートとする。

8ここでは最低次元というだけであるが、閉包による包含関係において最小元になる (例えば [46, Th. 4.3.3]
参照)。本来は最小巾零軌道と呼ぶべきであるが、通常極小巾零軌道と呼び慣わす。
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Exercise 1.12 G = SL2(C ) を考える。その Lie 環 g = sl2(C ) の元に座標を

X =

�
x y
z �x

�
2 g

で入れる。この時次を示せ。

(1) X が巾零元 () x2 + yz = 0、特に巾零多様体の定義方程式は x2 + yz = 0である。

(2) � 2 C � に対して O� = fX j x2 + yz = �g とおくと、O� は SL2(C ) による半単純軌道
である。

(3) 射影空間 P(g) においては、すべての半単純軌道はただ一つの軌道に射影され、open
dense である。もう一つの軌道は巾零軌道を射影したものである。
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2 認容表現とその不変量

Abstract

既約認容表現 (�;H) の不変量 (指標、随伴多様体 (随伴サイクル)、Gelfand-Kirillov
次元、Bernstein 次数、� � � )の構成や性質について基本事項の解説を行なう。この章での
参考書としては [47], [33]が良いだろう。

この章では、Gは線型な半単純代数群で実数上定義されているもの (の実数点全体)と
する。実数上の代数群であることを強調したい時には GR と書くこともある。複素化は GC

で表す。

2.1 認容表現と指標

(�;H) を G のヒルベルト空間 H 上の強連続な表現とする9。また K � G を極大コンパク
ト部分群とする。

Example 2.1 (G;K) の例 (古典型):

(SL(n;R); SO(n)); (SU(p; q); S(U(p)� U(q)));
(SO0(p; q); SO(p)� SO(q)); (Sp(2n;R); U(n))

De�nition 2.2 上の設定の下に

(1) C1 ベクトルの空間を次のように定義する。

H1 = fv 2 H j �(g)v (g 2 G)は G 上の C1 関数 g

(2) K 有限ベクトルの空間を次のように定義する。

HK = fv 2 H j dimh�(K)vi=C <1g

(3) 8� 2 bK に対して � の Hにおける重複度 [� :H]が有限の時、(�;H)を認容表現 (admis-
sible representation) と呼ぶ。

H1は (位相的には閉じていないが) G不変な部分空間であり、さらに Gのリー環 gが微
分として作用する。この作用を複素化することにより、gC = C 
R g 加群と思うことにする。

以下表現といえば特に断らない限り認容表現のみを考える。

Theorem 2.3 (�;H) を G の認容表現とする。

9表現空間はヒルベルト空間としないでバナッハ空間や、あるいは Frech�et 空間などとした方が応用が効く
のだが以下ではどうせ代数的な (gC ;K) 加群の話になるので、ここではそれほど拘らないことにする。例えば
[62] 参照。
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(1) HK � H1 であって、HK は (gC ; K) の作用で不変である。さらに (�;H)が Z(gC ) 有
限なら HK は実解析的なベクトルからなる。

(2) (�;H)が有限生成であれば (特に (�;HK)が U(gC )加群として有限生成であれば)、(�;H)
の閉部分空間と (�;HK) の代数的な部分表現は一対一に対応する。従って

(�;H)が既約 () (�;HK)が既約

Proof. 例えば [47] の Theorems 3.4.10, 3.4.11, 3.4.12 を参照。 Q.E.D.

(�;H)は有限の長さを持つ認容表現とし、 f 2 C1
0 (G)を G 上のコンパクト台の C1 関

数とする。このとき

�(f) =

Z
G

f(g)�(g)dg

とおくと �(f) は trace class の作用素になるので、その trace をとることができる ([47,
Lemma 8.1.1])。

Theorem 2.4 (�;H) を有限の長さを持つ認容表現とする。

(1) f 2 C1
0 (G) ! trace �(f) 2 C は G 上の超函数になり、局所可積分であって、 G の半

単純正則元の全体 G0 上では実解析的である。この超函数を �� で表し、(�;H)の(大域)指
標 (global character, distribution character) と呼ぶ。

(2) (�;H)が既約なら �� は G 上の不変固有超函数になる。

Proof. (1) の証明は略する ([47, Theorem 8.4.1])。G の元 g が正則であるとは、fggの中
心化群 ZG(g)が最小次元になるときに言う。半単純正則元は要するにある Cartan 部分群に
含まれていて、ワイル群の元によって固定されないような元のことである。

(2) まず言葉の準備をする。

超函数 � が不変固有超函数であるというのは、G 不変性を持ち、さらに展開環の中心
Z � U(gC ) の同時固有超函数になっているときに言う。同時固有値を � の無限小指標と呼
ぶ。無限小指標は Zから C への代数準同型になるが、これを � で表そう。

Z� = �(Z)� (Z 2 Z)

Harish-Chandra 同型により、代数として Z ' U(hC )
W ( Cartan 部分代数の展開環のワイル

群不変式)となることが知られているので、この対応により �$ � 2 h�
C
=W がワイル群の作

用を除いて対応する。この � も無限小指標と呼んで、 � = �� などと書くことがある。

このとき G 不変性は積分の G 不変性と跡の随伴作用に関する不変性から従う。一方 �
は既約であるので、中心 Zはスカラーで作用する。この作用に対応して � の無限小指標 ��
が定まる。��が固有超函数であることは � の無限小指標が ��であることから従う。Q.E.D.

Theorem 2.5 (�;H) 等をすべてヒルベルト空間上の G の認容表現とする。
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(1) もし (�1;H1); (�2;H2)が既約なら

(�1;H1) ' (�2;H2) (G の連続表現として)

=) (�1; (H1)K) ' (�2; (H2)K) ((gC ; K) 加群として、代数的に)

() ��1 = ��2

(2) (�i; (Hi)K) (1 � i � k) を相異なる既約表現とすると、��i (1 � i � k) は一次独立で
ある。

Proof. 上の定理は指標が (gC ; K) 加群の情報だけで決まることを述べている。証明につ
いては [47] の Lemmas 8.1.2, 8.1.4 を参照。 Q.E.D.

(�1; (H1)K) ' (�2; (H2)K) の時二つの表現は微分同値であると呼ばれる。我々は微分同
値な表現は区別しないで、以下 (gC ; K) 加群だけを考えることにする。微分同値な既約表現
は指標によって完全に決まることに注意しよう。

2.2 原始イデアルと巾零軌道

以下しばらくの間、完全に代数的な状況を考え、(�;H)を単なる代数的な gC 加群としよう。

De�nition 2.6 U(gC ) のイデアル I が原始イデアル (primitive ideal)であるとは、ある既
約表現 (�;H)に対して

I = ker � = fX 2 U(gC ) j �(X)v = 0 (8v 2 H)g

となる時にいう。

(�;H)が既約なら、展開環の中心 Z(gC )はスカラーで作用し、中心の一次元表現 � = ��
が決まる。つまり

ker� = I \ Z(gC )

である。この � のことも無限小指標と呼ぶ。さらに無限小指標 � を持つような原始イデア
ルの集合を Prim (�) = Prim (�) と書くことにしよう。

Theorem 2.7 (Du
o) L(�) を最高ウェイトが �であるような既約最高ウェイト表現、そ
の原始イデアルを I� と書くと、

h�C 3 �! I� 2 PrimU(gC )

は全射である。特に � 2 Hom alg(Z(gC ); C ) を一つ固定すると、Prim (�) は有限集合であっ
て、ワイル群の位数を越えない。
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原始イデアルに対して巾零軌道を対応させることを考える。展開環の標準次数付を

C = U0(gC ) � U1(gC ) � U2(gC ) � � � � � Un(gC ) � � � �
とする。両側イデアル I に対してその次数付を展開環の次数付から誘導されたものとし、そ
の次数化 grI を考える。

In = I \ Un(gC ); gr I =
M
n

In=In�1

このとき (grI のゼロ点) � g�
C
を I の随伴多様体と呼ぶ。

Theorem 2.8 (Borho-Brylinskyi, Joseph) 原始イデアル I に対してその随伴多様体は
ただ一つの巾零 Ad� (GC ) 軌道の閉包である。この巾零軌道 O を I に付随する巾零軌道と
呼ぶ10。

PrimU(gC ) 3 I ! O 2 N �=Ad� (GC )

Remark 2.9 Barbasch-Vogan の計算により、(結果的に)任意の巾零軌道は原始イデアルに
随伴することが知られている。

Proof. 随伴多様体の既約性は難しい。しかしそれが巾零軌道の有限個の和になることは簡
単である。実際展開環の中心 Zはスカラーで作用するので、gr を取ることにより、S(gC )

GC

+ �
Ann (gr I) がわかる。ところが Kostant の定理 3.20 により、(S(gC )

GC

+ のゼロ点) = N � で
ある。巾零軌道の個数の有限性も Kostantによって証明されている (系 3.14)。 Q.E.D.

Exercise 2.10 (1) I を U(gC ) の両側イデアルとするとき、U(gC )=I の次数付けを

(U(gC )=I)n = Un(gC ) + I (n 2 N)
で定義する。このとき

gr (U(gC )=I) ' S(gC )= gr I

であることを示せ。

(2) gr I が素イデアルなら、U(gC )=I は整域であることを示せ。U(gC )=I が整域であるとき
I は completely primeと呼ばれる。

逆は一般には成り立たない11。一般に I が completely prime なら
p
gr I は素イ

デアルである ([67, 6.15 Proposition (ii)])。また gC が An 型 (の直和)なら I が
completely prime であることと gr I が素イデアルであることは同値になる ([67,
6.15 Proposition (iii)])。
なお I が completely primeであることと rank I = 1 (rank I : Goldie rank) であ
ることは同値である。

10我々はしばしば余随伴軌道と随伴軌道を混同して用いる。もちろんオリジナルに意味があるのは余随伴軌
道の方であるが、扱いやすいのは随伴軌道の方である。また GC は随伴群に取る。

11反例あり。[67, 6.15 Remark] 参照。
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2.3 付随巾零軌道

話を G = GR の既約認容表現 (�;H)に戻そう。(�;H)には巾零軌道がいろいろなアプロー
チで対応づけられる。この節ではその対応のさせ方を見る。

2.3.1 随伴多様体 { 代数的なアプローチ {

(�;H)を既約な (gC ; K) 加群とする。この表現に対して以下のようにして随伴多様体 (asso-
ciated variety) を対応させることができる。

まず H の次数化を考える。H の K 不変な有限次元部分空間 H0 をとり、それに展開環
の次数付を適用することにより H の次数付を定義する。

Hn = Un(gC )H0; M = grH =
M
n

Hn=Hn�1

このとき H は既約なので [nHn = H であることに注意しておこう。さて、M = grH には
展開環の次数化である A = S(gC ) = grU(gC )が自然に作用している。そこで可換環の一般
論を用いて grH の随伴多様体が定義できる。具体的には

AnnM = fa 2 A j a �M = (0)g
として、AnnM の共通ゼロ点をとる。

AV (�;H) = V (AnnM) = fX 2 g�
C
j X(AnnM) = 0g

この定義では最初の有限次元の生成空間 H0 の取り方、つまり次数付の取り方によるように
見えるが、実際には次数付に関係がないことが証明できる。そこで AV (�;H) を既約表現
(�;H) の随伴多様体と呼ぶ。

Theorem 2.11 g = k� s を Cartan 分解とする。このとき随伴多様体 AV (�;H) は s�
C
の

巾零 Ad� (KC ) 軌道の有限個の和である。さらにそのなかで最大次元の軌道を Oi (1 � i � l)
とすると、

(1) 随伴多様体は l 個の既約成分 Oi に分解する。

AV (�;H) =
l[

i=1

Oi

(2) O を既約表現 � の原始イデアル I� に対応する巾零 Ad� (GC ) 軌道とすれば、各成分 Oi
は O \ s�

C
の既約成分になる。

Ad� (GC )Oi = O; O \ s�
C
� Oi (1 � i � l)

Remark 2.12 一般に巾零 Ad� (GC ) 軌道と s�
C
との交わりは同次元のAd� (KC ) 軌道の和で

あることが知られている。
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Proof. 随伴多様体が有限個の巾零軌道の和になることはやさしい。実際、我々の次数付
けは K 不変に取ったから kC はその次数化 grHに自明に働く。したがって随伴多様体は s�

C

に含まれる。

また中心の作用は無限小指標倍されるだけなのでこちらも grH 上自明に働き、結局随
伴多様体は巾零元からなる (定理 3.20 参照)。また KC の軌道の和になることは grHが KC

の作用を持つことから従う。 Q.E.D.

Exercise 2.13 Killing 形式により s�
C
� g�

C
とみなすとき、(kC )? = s�

C
であることを示せ。

Example 2.14 SL2(R) の例。このときは sC は対称行列全体であって、そのうち巾零 KC

軌道は f0g, X� の三つである。ただし X� はそれぞれ� �1 i
i �1

�
を通る巾零軌道である。

(1) 有限次元表現の随伴多様体は f0gである。
(2) 主系列表現の随伴多様体は NsC 全体 = f0g [ X+ [ X�

(3) 離散系列表現の随伴多様体は X� = f0g [ X�

この定理より
p
AnnM =

\
Pi (Pi : Oi の定義素イデアル)

となって、これが
p
AnnM の素イデアル分解を与えていることがわかる。一般的に A 加群

M の随伴素イデアル Pに対して、P の M における環論的な重複度 m(P;M) を次のよう
に定義する (例えば [51] 参照)。

m(P;M) = length APMP

ただし AP;MP はそれぞれ Pにおける局所化を表し、length は MPが AP のアルティン加
群となるのでその長さを表す。あるいはこの重複度は次のように定義しても良い。 M には
A 加群としてのフィルター付 fM jgj であって、

M j=M j�1 ' A=Qj (Qj は素イデアルで、AnnM � Qj) (2.1)

となるようなものが取れる。このとき、もし Pが M の極小随伴素イデアルなら

m(P;M) = #fj jM j=M j�1 ' A=Pg
はフィルター付の取り方によらず、先に述べた重複度と一致する12。

12この部分は関数解析セミナー (1999/6/8)で解説した手書きのノートあり。付録としてまとめるのがよいだ
ろう。
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De�nition 2.15 既約認容表現 (�;H) の随伴サイクル (associated cycle) を

AC (�;H) =
lX

i=1

m(Pi;M)[Oi]

で定義する。

2.3.2 Gelfand-Kirillov 次元と Bernstein 次数

以下 Gelfand-Kirillov次元と Bernstein 次数の定義をして、随伴多様体との関連について述
べる。まず次数つき加群 M = �nMn のポアンカレ級数を

P (M ; t) =
X
n�0

dimMn t
n

で決める。ヒルベルト多項式の理論より、

P (M ; t) =
Q(t)

(1� t)d (Q(t) は多項式で、 Q(1) 6= 0 )

となることがわかっている (証明も比較的簡単、[51] 参照)。このとき c = Q(1) とおくと、

dimMn =
c

(d� 1)!
nd�1 +O(nd�2) (n� 0); または

nX
i=0

dimMi =
c

d!
nd +O(nd�1) (n� 0)

はそれぞれ十分大なる n について n の多項式になる。また c � 1; d � 0 は整数になること
がわかっている。

De�nition 2.16 (�;H) を既約 (gC ; K) 加群とする。M = grH を標準的な次数化とする
時、整数 c; dはこの次数化の取り方によらない。dを H の Gelfand-Kirillov 次元と呼び、
d = DimH と表す。また c を H の Bernstein 次数と呼んで c = DegH で表す。
Remark 2.17 以下の議論を見ればわかるように、 Gelfand-Kirillov次元は表現がある種の
空間上の関数として実現された時の空間の次元 (関数次元ともいう)、 Bernstein 次数は関数
が取る値のベクトル空間の次元をだいたい表している。しかし現実にはいろいろな障害が発
生し、このままの解釈では成り立たないことが多い。

射影多様体の関数環には自然に次数付が入っているが、その次数付を使って Gelfand-
Kirillov次元や Bernstein 次数に相当する環論的な次元、次数が定義される ([78])。そこで巾
零軌道 Oに対して O の次元、次数を dimO; degO と表すことにする。
Theorem 2.18 (�;H) を既約認容表現とし、その随伴サイクルを

AC (�;H) =
lX
i=1

mi[Oi]

と書いておく。また対応する原始イデアルの定める巾零 Ad� (GC ) 軌道をO� と書く。
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(1) 随伴多様体の次元は Gelfand-Kirillov次元と一致する。つまり

Dim� = dimC Oi = 1

2
dimC O� (1 � 8i � l)

(2) 随伴サイクルと Bernstein 次数の間には次の関係が成り立つ。

Deg � =
lX

i=1

mi degOi

Proof. (1) についてはいったい誰が最初に証明したのか良く知らない。

(2)は谷口による。証明はそれほど難しくない。次のようにすればよい。M の A 加群と
してのフィルター付を(2.1)のように取る。するとフィルターの取り方より、

P (M ; t) =
X
j

P (M j=M j�1; t)

=
X
j

P (A=Qj; t)t
sj (tsj は次数のシフトで発生する)

=
X
j

tsj
Qj(t)

(1� t)dj

だが、両辺に (1 � t)d を掛けて、t ! 1 の極限を取れば (あるいは t = 1 を代入すれば)、
dj < dであるような項は全て消え、しかも d = dj であるような項は Qj が随伴多様体の既
約成分の定義イデアルである場合に限られる。その場合 Qj(1) = degOi (Oi は随伴素イデ
アル Qj が定義する既約成分)であることに注意しよう。各既約成分の重複度は、その定義
イデアルがフィルター付の部分商として何回出現するかで決まっているので、各既約成分に
つきその重複度分だけの和が出て、求める公式を得る。 Q.E.D.

2.3.3 漸近台、波面集合と Rossmann の定理

随伴多様体では実 Lie 群の表現にその Lie 環の複素化の中の巾零軌道を対応させることにな
る。この対応はある意味で分かりやすいが、実 Lie 群の表現は実 Lie 環上の随伴軌道に対応
するはずであるという思想からは少し離れてしまう。そこでここでは Barbasch-Voganによ
る漸近台 (asymptotic support)を使った表現から巾零軌道への対応について述べておく。

Lemma 2.19 exp : g! G を指数写像とし、g の原点の十分小さな近傍 
 で、指数写像が

 上で微分同相になっているようなものを取る。これによって G の単位元の近傍の局所座
標を定義するとき、G の左不変な Haar 測度 dg は局所的に

dg =

����det�1� e� adX

adX

����� dX (dX は g 上のルベーグ測度)
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と表される。特に Gが半単純なら13

dg =

����det�eadX=2 � e� adX=2

adX

����� dX
とも書ける。

Proof. 前半部分については [50, Th. 1.7]を見られたい。後半部分については Gが半単純
なら det eadX = 1であることから従う。 Q.E.D.

Exercise 2.20 Gが半単純なら det eadX = 1 (8X 2 g)であることを証明せよ。(ルート空
間分解を使うとよい。また半単純元の全体は g で稠密であることにも注意せよ。)

X 2 gC に対して、

�(X) =

s
det

�
eadX=2 � e� adX=2

adX

�
とおく。この表示からは明らかではないが、�(X) は gC 上で定義された一価整関数になる
([58, p. 377])。理由は比較的簡単で、軌道積分を用いて

�(x) =

Z

�

eih�;xi�
�(d�)

と書けることによる。ここで 
� = Gcpt � � は AdGC のコンパクト実形 Gcpt によるルート
の和の半分 � の随伴軌道、�
� は軌道 
� 上の標準的な symplectic measureを表す。この表
示より、�(x)は整関数になることが分かる。

さて、�を G 上の不変固有超函数とする。実際には � = �� として、ある既約認容表現
の大域指標を考えることになる。g 上の超函数 � を

�(X) = �(X)�(expX)

と定義しよう。このとき明らかに �(X)は g 上の不変固有超函数になる。ただし固有超函数
は定係数の不変微分作用素 J = S(g)G の作用に関するものである。

一般に g 上の (原点の近傍に台を持つ)関数 f(X)に対して G 上の関数 ~f(g)を
~f(expX) = �(X)�1f(X)

と定義する。すると

�( ~f) =

Z
G

�(g) ~f(g)dg

=

Z
g

�(expX) ~f(expX)�(X)2dX

=

Z
g

�(X)�(expX)f(X)dX

=

Z
g

�(X)f(X)dX = �(f)

13別に reductive でもよい。
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となることに注意せよ。このことから �(X) が不変固有超函数になることは容易に見て取
れる。

Theorem 2.21 上の設定の下に、� は次の漸近展開を持つ。ft(X) = t� dim gf(t�1X)とする
とき、

�(ft) �
1X

i=�r

tiDi(f) (t # 0) (2.2)

ここに Di は i 次斉次、緩増加な不変超函数であって、その Fourier 変換は

suppFDi � N � g�

を満たす。

Proof. 証明は [55] を見よ。以下では言葉の定義と証明の概略を述べる。

まず漸近展開の意味だが、ある原点のコンパクト近傍を取ると、そこに台を持つ任意の
関数 f(X)に対し

j�(ft)�
NX

i=�r

tiDi(f)j � 9C � sup
X;j�j�9k

jD�f(X)j � tN+1

が成り立つことを意味している。ここに D� は X に関する � 階の偏微分を意味する (� は
多重指数)。漸近展開の可能性についてはほぼ明らかである。このとき � の具体的な表示式
(Harish-Chandraによる)から r � #�+ であることに注意しておこう。

このような漸近展開は存在すれば一意的であり、その一意性から Di が G 不変であるこ
とが分かる。斉次性は Di(ft) = tiDi(f) を意味するが、これも漸近展開の一意性より従う。
緩増加であることはこの定理の最大の問題点であるが、Di の斉次性からの帰結である。こ
こでは証明しない。

また p 2 J を斉次多項式とし � の無限小指標を � と書くと、やはり展開の一意性から

@(p)Di = �(p)Di�deg p (p 2 J = S(gC )
GC : homogeneous)

となる。次数がずれていることに注意せよ。したがって deg p � 1なら、 @(pm)Di = 0が十
分大きな m に対して成立する。これを Fourier 変換することにより、suppFDi � N が結
論される。 Q.E.D.

Remark 2.22 D = dimg とすると、

�(ft) =

Z
g

�(X)t�Df(t�1X)dX (x = X=t)

=

Z
g

�(tx)f(x)dx

なので、上の漸近展開(2.2)は � の斉次部分への分解に当たる。

20



De�nition 2.23 上の設定の元に

AS (�) =
1[

i=�r

suppFDi

と書き、� の漸近台 (asymptotic support) と呼ぶ。漸近台は有限個の巾零 G 軌道の和で
あり、定義から明らかに閉集合である (巾零軌道は有限個しかないことに注意せよ)。また
� = �� が表現 � の指標の時には AS (��) = AS (�) と書いて、 � の漸近台とも呼ぶ。

Theorem 2.24 (Barbash-Vogan) 既約認容表現 � をとり、その原始イデアルを I�、I�
に付随する随伴巾零 GC 軌道を O� と書く。� の大域指標を � = �� として、その漸近展
開、漸近台などを上のように定める。

(1) AS (�) � O� \ gR が成り立つ。

(2) d = Dim� を Gelfand-Kirillov次元とすると、

dimRAS (�) = dimRO� \ gR = dimC O� = DimU(gC )=I� = 2d

が成り立つ。このとき漸近展開 (2.2) における最低次の (ゼロでない)項の次数は �r =
�Dim� に一致する。

(3) 漸近展開の最低次の項を t�dD�d と書くと、 Fourier 変換 FD�d は次元が 2d の実巾零
軌道上の不変測度 �O たちの一次結合である。

Proof. (1) は比較的簡単である。u 2 I� とすると、��(u � f) = 0 であることからほぼ
従う。uを次数に分け、その最高次の項のみを考えて、あとは漸近展開の一意性を用いれば
よい。

(2) は少し難しいのでパス。(2)が言えると (3)は一般論より従う。

詳しくは [55, Th. 4.1] 参照のこと。 Q.E.D.

さて漸近台のほかに、指標 �� には波面集合と呼ばれる不変量が Howe によって定義さ
れている。

De�nition 2.25 �をある開集合 X � Rn 上定義された超函数とする。このとき � の波面
集合 (wave front set) WF (�) � X � Rnnf0gとは次の条件を満たす点 (x0; �0) を除いた部
分集合のことである。

� x0 の近傍 U と �0 の近傍 V が存在して、8' 2 C1
c (U); 8N > 0に対して

F'�(t�) = O(t�N) (t!1)

が � 2 V に対して一様に成り立つ。

一般に Lie群 G上の超函数に対しては局所座標をとって考える。すると WF (�) � T �GnG
(G はゼロ切断と同一視する)が定義される。
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Remark 2.26 波面集合の解析的な性質については、例えば [57, x 1.3] を参照のこと。

Theorem 2.27 (Howe) G を半単純 Lie 群で � を既約 (ユニタリ)表現とする。このとき
WF (��)は単位元 e 2 G のファイバー T �eG ' g� 上で決まり、それを WF 0(�) � g� と書
くと、WF 0(�)は巾零軌道の和になる。

Proof. [56] 参照。 Q.E.D.

漸近台と波面集合の間に包含関係が成り立つことは早くから分かっていたが、この二つ
の不変量が一致するかどうかは長い間未解決のままであった。最近 Rossmannによってよう
やくこの問題に終止符が打たれた。ここでは結果だけを記すにとどめる。

Theorem 2.28 (Rossmann) G を半単純 Lie 群で � を既約認容表現とする。

(1) AS (�) � WF 0(�)が成り立つ。

(2) � によって決まる coherent familyを �� と書くと、WF 0(��) = AS (��)が一般の �に
対して成り立つ。さらに WF 0(��)は一般の � の取り方に依らない。

Proof. [59] の Theorem 3.5 と Remark 2.4.7 を参照のこと。 Q.E.D.
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3 巾零多様体と表現論

しばらくの間複素線形代数群 GC を扱うことにする。その Lie 環を gC と書く。また gC の
巾零元全体を N = NgC

、巾零軌道の全体を N =AdGC などと書くことにする。

3.1 sl2-tripleの理論

巾零元の性質を導くのに次の Jacobson-Morozov の定理は基本的である。

Theorem 3.1 (Jacobson-Morozov) x 2 gC を (ゼロでない)巾零元とする。このとき、三
つ組み 9fy; h; xgが存在して次の関係式を満たす。

[x; y] = h; [h; x] = 2x; [h; y] = �2y

つまり線型空間 C y + C h + C x は sl(2; C ) と同型な部分代数になる。このとき h を neutral
元、 xを nilpositive元、 y を nilnegative元と呼ぶ。またこの三つ組みを総称して sl2-triple
と呼ぶ。

Proof. 有名な定理なので証明は略する。例えば、[46], [61, x III.11 Th. 17]などを参照さ
れたい。 Q.E.D.

Exercise 3.2 sl2-triplefy; h; xgに対して、hは半単純、x; y は巾零であることを示せ。

この定理からの帰結は豊富である。

Corollary 3.3 x 2 N に対して C �x � Ox = AdGC � x が成り立つ。特に巾零軌道は錐で
あって、その閉包はゼロを含む。

Corollary 3.4 x 2 N に対して gC の次数付

gC =
X
i2Z

gi; [gi; gj] � gi+j

であって、g2 3 x となるものが存在する。

Corollary 3.5 x を巾零元とすると、ある Cartan 部分代数 hC が存在して、適当な正ルー
ト系 �+ = �+(gC ; hC ) をとると

x =
X
�2�+

c�X� (c� 2 C )

と書ける。ただし X� はルート � に対応するルートベクトルである。

Exercise 3.6 Jacobson-Morozov の定理を用いて、上の 3つの系を証明せよ。
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巾零元の分類には Kostant と Mal'cev による次の二つの定理が基本的である。

Theorem 3.7 (Kostant) 二つの sl2-triplefy; h; xgと fy0; h0; x0gが随伴同値であるための
必用十分条件は、二つの nilpositiveな元 x; x0 が随伴同値であることである。つまり次の全
単射が成り立つ。

fsl2-tripleg=AdGC

��! N =AdGC n f0g

Proof. x = x0 として一般性を失わない。この時二つの sl2-tripleが随伴同値であることを
示そう。

まず [x; h� h0] = 0であることに注意しよう。これは sl2 = hy; h; xiとおくとき、h� h0

が sl2 の最高ウェイトベクトル (の一次結合)であることを示している。また

h� h0 = [x; y � y0] 2 [x; g]

でもある。これは h� h0 に sl2 の自明な表現の成分がないことを意味する。以上から、ad h
に関する固有空間分解を g =

P
i2Zgi とするとき、

ux =
X
i�1

gi \ gx =
X
i�1

gxi (ただし gx は x の固定化部分代数)

とおくと h� h0 2 ux であることがわかる。

Lemma 3.8 上の設定の下に h+ux = (exp ux)hが成り立つ。したがって、特に h�h0 2 [x; g]
に対して [x; h� h0] = 0が成り立てば、9g 2 Gx が存在して Ad (g)h = h0 となる。

Proof. 8z 2 ux に対して (exp ux)(h + z) � h + ux は Zariski open であることを示そう。
実際 ux の中で h+ z と可換なものはゼロのみであることが次のようにして分かる。z0 2 ux

に対して

[h+ z; z0] = [h; z0] + [z; z0] = 0

だが、z; z0 などを adh の固有値に分解して考えると、[z; z0] には z0 の最低次の次数より大
きい次数しか現れない。一方 [h; z0]には最低次の次数と同じ項が整数倍 (固有値倍 6= 0)され
て現れる。ところがこれがゼロだから、z0 は最低次の項を持たない、すなわちゼロである。

以上から、dim(exp ux)(h+ z) = dimux = dim(h+ ux)だが、exp ux は巾零群で明らかに
代数群だから、(exp ux)(h+ z) はザリスキ開集合である。

二つのザリスキ開集合は必ず交わるから、(exp ux)(h+ z)\ (exp ux)(h+ z0) 6= ;だが、二
つの軌道が交わるので、それは同じ軌道を定める。したがって h + ux はただ一つの軌道か
らなる。 Q.E.D.

この補題から、h = h0 として良いことが分かった。ところがこのとき y = y0 となる。実
際 [x; y � y0] = h� h = 0 より y � y0 は sl2 に関して最高ウェイトベクトルの一次結合であ
るが、[h; y � y0] = �2(y � y0) よりそのウェイトは �2 である。しかしこれはゼロ以外では
あり得ない。 Q.E.D.

以上で定理は証明されたが、証明の最後の部分を補題にまとめておこう。
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Lemma 3.9 sl2-tripleにおいて、二つの元が決まれば残りの一つはただ一通りに決まる。

Theorem 3.10 (Mal'cev) 二つの sl2-triplefy; h; xgと fy0; h0; x0gに対して、二つの neutral
元 h; h0 が随伴同値ならば sl2-tripleも随伴同値である。つまり次の写像は単射である。

fsl2-tripleg=AdGC ,! fgC の半単純元 g=AdGC

Proof. h = h0 としてよい。この時二つの sl2-tripleが随伴同値であることを示そう。

そこで ad hに関する固有空間分解を g =
P

i gi としておく。G
h を h の中心化群とする

と、これは連結で reductiveな代数群になる14。また明らかにその Lie 環は g0 に等しい。こ
のとき次の補題を示そう。

Lemma 3.11 Ad (Gh)x � g2 はザリスキ開集合である。特に、g2 は Gh-概均質ベクトル空
間になる。

Proof. まず x 2 g2 なので Ad (Gh)x � g2 は明らか。あとは次元を比較すればよい。実際
[g0; x]が Ad (Gh)x の接空間と同一視できるから、

dimAd (Gh)x = dim[g0; x] = dim g2

である。最後の等式は sl2の簡単な表現論から分かる。したがって次元が等しいので Ad (Gh)x
は g2 でザリスキ開集合になる。 Q.E.D.

さて、ザリスキ開集合は必ず交わるので、x; x0 に上の補題を適用すると Ad (Gh)x \
Ad (Gh)x0 6= ; となり、共通部分を含むからこの二つの軌道は一致する。したがって x = x0

としてよい。あとは補題 3.9 を使えば、y = y0 が分かる。 Q.E.D.

この二つの定理によって、次の単射が得られる。

N =AdGC ! fsl2-tripleg=AdGC [ f0g ,! fgC の半単純元 g=AdGC ' hC =W

ただし hC は Cartan部分代数であって、W は (gC ; hC )のワイル群である。また f0gに対して
は便宜的に f0gを対応させておく。この写像の像に属する半単純元を distinguished element
と呼ぶ。

h 2 hC を distinguished として、h を正の Weyl chamber に含むような正ルート系を一
つ固定する。すると、sl(2; C ) の簡単な表現論によって、単純ルート � に対しては

�(h) = 0; 1; 2

でなければならないことが分かる。一方 hC の元は単純ルートの値を指定すれば一意に決まっ
てしまうから、結局

fdistiguishedな半単純元 g=AdGC ! f0; 1; 2g単純ルート
14しかしどちらも以下の証明では必要がない。連結性が分からなければ、その連結成分を取って以下同じ議
論を適用すればよい。
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は単射である。したがって上の写像をすべて合成すれば巾零軌道を次のような離散直積集合
に埋め込むことができる。

N =AdGC ! f0; 1; 2gl (l = dimhC = rank gC )

この写像はもちろん単射であるというだけで全射ではない。

Exercise 3.12 sl2-triplefy; h; xg と単純ルート系 � = f�ig を上のように取る。このとき
�i(h) = 0; 1; 2であることを証明せよ。

De�nition 3.13 上の写像によって巾零軌道 Oxが決める単純ルートのラベルづけを重み付
きディンキン図形 (weighted Dynkin diagram)と呼ぶ。これをディンキン図形の各頂点 (=
単純ルート)に 0; 1; 2 の数字を書き込むことによって表現する。

ラベル付がすべて 0 または 2 で行われるとき、その軌道を偶巾零軌道 (even nilpotent
orbit) と呼ぶ。

Corollary 3.14 巾零軌道は有限個しかない。その個数の上限は 3rank gC で与えられる。

Example 3.15 A 型の巾零軌道 (ジョルダン標準形)と重み付きディンキン図形:

An 型の Lie 代数における巾零元はジョルダン標準形の理論から

X = diag (J(k1); � � � ; J(kl))
と AdGC で共役である。ただし J(k) はサイズが k + 1 のジョルダン細胞である。

J(k) =

2
666664

0 1
0 1

. . .
. . .

0 1
0

3
777775

x?????????y
k + 1

このとき h(k) を

h(k) = diag (k; k � 2; � � � ; 2� k;�k) (サイズ k + 1)
H = diag (h(k1); � � � ; h(kl))

とおくと、f9Y;H;Xg が sl2-tripleになる。さらに H の対角成分を大きい順に並べ替えた
ものを

H 0 = diag (h01; h
0
2; � � � ; h0n) (h01 � h02 � � � � � h0n)

と書くと X のラベル付は、

�i(H
0) = h0i � h0i+1

で行われる。とくに X が偶巾零軌道であるための必用十分条件は k1; k2; � � � ; kl の偶奇が一
致することである。もちろんこれはジョルダン細胞のサイズの偶奇が一致することと同じで
ある。
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Exercise 3.16 上の設定において sl2-triplefY;H;Xgのうち Y を具体的に一つ求めよ。こ
のとき Y の自由度はどれくらいあるだろうか?

Example 3.17 極小巾零軌道 Omin の weighted Dynkin diagramは次のように与えられる。
([46] よりの引用)

An 1|0| � � �|0|1

Bn 0|1|0| � � �|0) 0

Cn 1|0| � � �|0( 0

Dn 0|1|0| � � �|0 <
0
0

E6

1
0 0 0 0 0

E7

0
0 0 0 0 0 1

E8

0
1 0 0 0 0 0 0

F4 1|0) 0|0

G2 1�>0
[(注) 最高ルートを  とすると、拡大 Dynkin 図形において � と結ばれる頂点は、ウェイ
トが 1 の頂点たちである。]

3.2 巾零多様体

S(g�C ) を対称代数とし、その GC 不変元の全体を J = S(g�
C
)GC で表そう。このとき J =

grZ(gC )であることに注意せよ。

Theorem 3.18 (Chevalley) hC を Cartan 部分環とすると制限写像

' : S(g�
C
)! S(h�

C
)

によって次の同型が導かれる。

' : J = S(g�
C
)GC

��! S(h�
C
)W

Proof. ' : J ! S(h�
C
)W が単射準同型であることは、Ad (GC )hC � gC が稠密であること

より従う。全射性はコンパクト実形上の不変積分を用いて証明できる。(あるいは純代数的
に証明しようとすれば、gC の表現の指標を制限したものが S(h�

C
)W を張ることを示すとい

うことも考えられる。) Q.E.D.

ワイル群の不変式環もまた Chevalley によって良く知られており、
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Theorem 3.19 S(h�
C
)W は l = dimhC 変数の多項式環であって、多項式の生成元として同

次式 fui j 1 � i � lg が取れる。このとき deg ui = mi + 1 は同次式の取り方によらず決ま
り、mi はワイル群の exponents を与える1516。

Proof. これは難しいのでやらない。例えば [60] あるいは [49, x 3.5 { x 3.8] を参照のこ
と。 Q.E.D.

この生成元 ui を固定し、これを J = S(g�
C
)GC に引き戻したものも同じ ui で書くことに

する。また S(g�
C
)GC のうち原点で消えているものを J+ = S(g�

C
)GC

+ と書く。

Theorem 3.20 (Kostant) (1) 巾零元全体は J+ = S(g�
C
)GC

+ のゼロ点と一致する。つまり

N = fx 2 gC j f(x) = 0 (8f 2 J+)g

(2) したがって N は代数的集合になるが、実は既約な代数多様体であって (巾零多様体と呼
ぶ)、その定義イデアルは J+S(g

�
C
) = (J+ で生成されたイデアル) に一致する。特に N の

定義方程式として ui = 0 (1 � i � l)が取れる。

(3) N は正則巾零元からなる軌道 Omax のザリスキ閉包に一致し、完全交叉、正規多様体に
なる。

Proof. (1) D(x) = det(t� adx)とおくと、定義より明らかに D(x) 2 J であって、さらに
tについて展開すると、最高次以外の各係数はすべて J+に入っていることが分かる。Cayley-
Hamiltonの公式より (なんと懐かしい響き!)、もし xが J+で消えていれば、(adx)dim gC = 0
であることがわかる。実はもっと小さなベキで消えているのだけれど、巾零ということでは
問題ない。したがって �が示された。
逆の包含関係について。x を巾零として f 2 J+ を取る。x の随伴軌道 Ox は錐であっ

て、0 2 Ox に注意せよ。f は GC 不変なので

f(x) = f(Ox) = f(Ox) = f(0) = 0

となり、�が証明された。
(2)と N の正規性は難しい。(ここでは証明しない。[29, Th. 10] 参照。証明のキーとな

るのは、 (dui)1�i�l の一次独立性である。)

X 2 gC が正則元であるとは、X を通る軌道が最大次元になること (同じことだが、余次
元が l = rank gC であること)なので、Omax � N は同じ次元を持つ。実際 N は有限個の巾
零軌道の和で、Omax はその中で最大次元であるから。一方 N は l 個の定義方程式で定義
されているので、完全交叉である。 Q.E.D.

15exponentsはコクセター元の指数として定義される。つまり、 h をコクセター元の位数とするとき、コク
セター元の固有値が exp 2�mi=h (1 � i � l) で与えられる。

16
gC のポアンカレ級数は

Ql

i=1
(1 + t2mi+1) で与えられる。
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Exercise 3.21 u = (u1; u2; � � � ; ul) のヤコビアンを

J = det

�
@ui
@hj

�
1�i;j�l

とすると、

J = c �
Y
�2�+

� (c 6= 0 : 定数)

となることを示せ。([29, p. 357] 参照)

Corollary 3.22 随伴軌道 O の閉包がゼロを含むことと、Oが巾零軌道であることは同値
である。特に随伴軌道でかつ錐であるものは巾零軌道である。

Remark 3.23 ここでは触れる機会がなかったが、一般の随伴軌道については、x = xs+xn
とジョルダン分解したとき、

G�ZG(xs) OZG(xs)(xn) 3 (g; y) 7! g(xs + y) 2 OG(x)

という対応で G 等質多様体としての同型がある。(軌道のジョルダン分解)

このとき xnが ZG(xs) の主巾零元なら OG(x)は最大次元の軌道 (余次元が rankG)とな
り、R (OG(x))は C [g] の調和多項式の空間と一致することが Kostant によって明らかにさ
れている。これを最高ウェイト多様体の場合と比較してみるとよい。

3.3 巾零多様体の次数

極小巾零軌道と巾零多様体 N (あるいは主巾零軌道といっても同じ)の次数を計算しておく。

Theorem 3.24 gC を単純とする。極小巾零軌道 Omin の次数は、最高ルート  に対して
�+( ) = f� 2 �+ j h�;  i 6= 0g とおくと、

degOmin =
�
#�+( )

�
!
Y

�2�+( )

h ;  i
2h�; �i

で与えられる。

Proof. まず dimOmin = #�+( )+1であることと、� 2 �+( )に対して、2h�;  i = h ;  i
であることに注意しておこう。

さて、Ominは最高ウェイト多様体なので、C [Omin]の GC 加群としての構造は既に分かっ
ている。

C [Omin] '
X�

m�0

�m 
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ここで �m はちょうど斉次次数 m の斉次部分を与えていることに注意する。したがってワ
イルの次元公式によってヒルベルト関数を計算すると、

dim �m =
Y
�2�+

hm + �; �i
h�; �i

= m#�+( )
Y

�2�+( )

h ; �i
h�; �i +O(m#�+( )�1)

となる。あとはヒルベルト関数とポアンカレ級数との関係より、次数の公式が従う。Q.E.D.

Theorem 3.25 巾零多様体 (または主巾零軌道)の次数はワイル群の位数に一致する。

degN = #W (gC ; hC )

Proof. Kostant の結果から、C [N ] はちょうど GC の作用に関する調和多項式の空間と同
型になる。さらに

C [gC ] ' H
 C [gC ]GC (H は調和多項式)

であることに注意しよう。したがってポアンカレ級数を比較すると

P (H; t) =
P (C [gC ]; t)
P (C [gC ]GC ; t)

=
1

(1� t)dimgC
� 1

P (C [hC ]W ; t)

=

Ql

i=1(1� tmi+1)

(1� t)dim gC

がわかる。ここで l = rank gC であって、fmigは exponentsである。両辺に (1� t)dim gC�l を
掛けて、t! 1 とすると、次数が

Ql

i=1(mi + 1) = #W で与えられることが分かる。Q.E.D.

Remark 3.26 射影幾何的に言えば、射影多様体 V 2 Pn(C ) の次数は一般の n� dimV 次
元 (射影)線型部分空間と、V との交点数を表す。今の場合、N と一般の l = rank gC 次元の
超平面との (射影化された)交点数が #W であるということになる。残念ながら Cartan 部
分代数を「一般の超平面」として取るわけにはいかないが、Kostant ([29, Theorem 12])に
より次の結果が知られている。

Theorem 3.27 (Kostant) 原点における Cartan 部分代数 hC と巾零多様体 N との交点重
複度 (接している次数)は #W に一致する。

また最大次元の半単純軌道 (これは既に射影多様体ではないが)と hC との交点数が #W
であることにも注意しておこう (これはワイル群 W の定義から従う)。
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Remark 3.28 上の Ad (G)-調和多項式の空間 H は次のように分解する。

C [N ] ' H '
X�

�

dimV T
� V �

�

ただし T は Cartan 部分群で、V T
� は T 固定部分空間 (ゼロ・ウェイト空間)を表す。(ちょ

うど V T
� にはワイル群が自然に作用していることに注目して欲しい。)

上の既約分解は、8Xr:s 2 gC 正則半単純元に対して、

H ' C [OXr:s ] ' C [G=T ] = C [G]T

となることと Peter-Weyl の定理により従う。
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4 Cartan 分解と巾零 KC 軌道

4.1 sC の極小巾零 KC 軌道

Theorem 4.1 g を 実 単純 Lie 代数とし、その複素化が複素単純 Lie 代数であると仮定す
る。17 その Cartan 分解を

g = k+ s

と書いておく。k は s に随伴表現で作用している。

(1) k の表現 s=R は (実数体上)既約である。

(2) sが絶対既約でなければ、その複素化は sC = s+� s� と二つの既約成分に分解し、この
時 (g; k)は Hermite 対称対になる。したがって k は一次元の中心を持つ。

Proof. sが可約なら、s = s1�s2と Killing形式に関して直交直和に分解した時、[si; si]�si
が自明でないイデアルになる。このことは [s1; s2] ? kしたがって [s1; s2] = 0 であることか
ら容易に従う。

もし s が絶対既約でなければ、 sC は二つの既約成分に分解する。これら二つの表現は
互いに複素共役の関係にある。[以下一般論による証明は未完：しかし事実としては正しい
(case-by-case analysis)] Q.E.D.

Theorem 4.2 次のいずれかの場合が起る。

(1) (g; k)はエルミート対称対で、sC \ Omin = Os+

min [ Os�

min と二つの同次元の KC 軌道に分
解する。このとき s� \Omin = Os�

minが成り立つ。さらに dimC Os�

min =
1
2
dimC Omin である。

(2) (g; k)はエルミート対称対ではなく、sC \Omin = Os

min はただ一つの KC 軌道からなる。
このとき dimC Os

min =
1
2
dimC Omin である。

(3) (g; k)はエルミート対称対ではなく、sC \ Omin = ;である。

Proof. sC の KC の表現としての最高ウェイトを取りそれを  とする。適当に正ルート系
を決めておけば、エルミート対称対のときには二つ、そうでないときにはただ一つの  が
決まる。(エルミート対称対のときにはどちらでも良いが例えば s+ の最高ウェイトを  と
する。)

結論としてはこの  が最高ルートのとき、そのときに限り Ominと sC との交わりがある。

 が最高ルートなら交わりがある方は自明である。すべての最高ルートは GC 共役であ
ることに注意せよ。

逆にもし交わりがあれば  を最高ルートとして X 2 sC である。このとき、対応する
Cartan 部分代数から H をとって、adH の固有値で gC を分解すると固有値 2の固有ベク

17要するにこれは gが複素単純 Lie 代数を実 Lie 代数と思ったものではないことを意味している。
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トルは X のみである。一方 X 2 sC に対してかならず正規 sl2-triplefY 2 sC ; H 2 kC ; X g
が取れる ([30, Prop. 4] または [46, Th. 9.4.2])。このとき H と H は GC 共役なので、最初
から H = H として一般性を失わない。

すると adH の固有値が f�2;�1; 0; 1; 2g であって、しかも固有値が 2 のものは X し
かないことにより、H を含む kC の Cartan 部分代数で X を最高ウェイトにするようなも
のが取れる。これについては次の式を参考にすると良い。

[H;H 0] = 0 なら [H; [H 0; X ]] = [H 0; [H;X ]] =  (H)[H 0; X ]

ここで  (H) = 2だから

[H 0; X ] = �X 

つまり X は adH 0 の固有ベクトル (ルートベクトル)になる。あとは H = H を用いて
ルートに順序を入れると自然に X は最高ウェイトとなる。18

さらにエルミート対称対の場合には X と X� は KC で移りあわないことに注意しよ
う。これが移りあえば非エルミート対称対の場合になってしまうからである。したがってこ
の場合には少なくとも二つの軌道が現れる (もし空でなければ)が、この二つのみしか軌道が
ないことも容易に分かる。

あとはこの主張にしたがって既約なものを分類してみると、エルミート対称対の場合に
は Omin \ sC 6= ;であることが (結果として)分かる。19

次元については次の Vogan による一般的な結果 (定理 4.3) を適用すればよい。(しかし
こいつは難しい。実際には各場合に次元を計算するのが簡単。) Q.E.D.

Theorem 4.3 (Vogan) (GC ; KC ) を対称対とする。このとき 8� 2 g�
C
に対して、GC � � \

(gC =kC )
�は空でないなら有限個の KC 軌道の和であって、各軌道は GC ��の smooth, reduced,

Lagrangean subvarietyである。特に各軌道は同次元で、その次元は 1
2
dimC GC ��に等しい。

Proof. [33, Cor. 5.20] 参照。 Q.E.D.

18上の議論は次のように言っても良い (はずだ)。fundamental Cartan subgroupを取ったとき、non-compact
imaginary root  で最高ルートになっているものが取れれば Omin との交わりがある。そうでなければ交わり
はない。これは実は岩澤 Cartan 部分群を取ったとき、実ルートで最高ルートになっているものがあるという
条件と同値である。

19これはエルミート対称対の理論をきちんとたどれば抽象的に証明可能だろう。
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定理 4.2 の三つの場合にすべての既約対称対を分類してリストアップしておく。

(1) 表 1: (g; k)はエルミート対称対、sC \ Omin = Os
+

min [ Os
�

min の場合。

Table 1: (g; k)はエルミート対称対、sC \ Omin = Os
+

min [ Os
�

min

Cartan
分類記号 典型例 G=K s+ (KC の表現) 次元

AIII SU(p; q)=S(U(p)� U(q)) C p � (C q )� 'Mp;q pq

BDI SO(p; 2)=SO(p)� SO(2) (p � 2) C p � C p

CI Sp(n;R)=U(n) S2(C n) ' Sym (C n) n(n+ 1)=2

DIII SO�(2n)=U(n) ^2C n ' Alt (C n) n(n� 1)=2

EIII E6;2=Spin(10)� SO(2) 1
2
-spin� C 16

EVII E7;3=E6 � SO(2) �($1)� C 27

ただし El;r はランクが l で実ランクが r の実 non-compact な Lie 群を表す (このようなも
のはただ一つなので)。また s� = s+ なので、表中には s+ のみあげておいた。
表中 �(�) は最高ウェイトが � の既約表現。$i は i 番目の基本ウェイト (番号付は [60]の
最後の付表による)。1

2
-spinはスピン表現の既約成分の一つ (スピン表現は二つの既約成分を

持つ)。

34



(2) 表 2 : (g; k)は非エルミート対称対、sC \ Omin = Os

min の場合。

Table 2: (g; k)は非エルミート対称対、sC \ Omin = Os

min

Cartan
分類記号 典型例 G=K sC (KC の表現) dim sC

AI SL(n;R)=SO(n) S2(C n) ' Sym (C n) n(n+ 1)=2

BDI SO(p; q)=SO(p)� SO(q)
(p � q � 3)

C p � (C q )� 'Mp;q pq

FI F4;4=Sp(3)� SU(2) (^3C 6)0 � C 2 28

EII E6;4=SU(2)� SU(6) ^3C 6
� C 2 40

EVI E7;4=Spin(12)� SU(2) 1
2
-spin� C 2 64

EIX E8;4=E7 � SU(2) �($7)� C 2 112

G G2=SU(2)� SU(2) C 4
� C 2 8

EI E6;6=Sp(4) �$4
' (^4C 8)0 42

EV E7;7=SU(8) ^4C 8 70

EVIII E8;8=Spin(16) �($8) ' 1
2
-spin 27 = 128

Fl;r などの表記も表 1 と同様。ただし G2 は非コンパクト実形が一つしかない。表中 �(�)
は最高ウェイトが �の既約表現。$i は i 番目の基本ウェイト (番号付は [60]の最後の付表に
よる)。1

2
-spinはスピン表現の既約成分の一つ (スピン表現は二つの既約成分を持つ)。E7 の

表現 �($7)は minusculeと呼ばれる。Sp(n) の表現 (^nC 2n)0 については演習 4.4を参照。
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(3) 表 3 : (g; k)は非エルミート対称対、sC \ Omin = ; の場合。

Table 3: (g; k)は非エルミート対称対、sC \ Omin = ;

Cartan
分類記号 典型例 G=K sC (KC の表現) dim sC

AII SU�(2n)=Sp(n) fX 2Mn(H ) j tX = X;
Re (traceX) = 0gC

(2n+ 1)(n� 1)

BII SO(p; 1)=SO(p) C p p

CII Sp(p; q)=Sp(p)� Sp(q) C 2p
� C 2q 2p � 2q

EIV E6;2=F4 �($4) 26

FII F4;1=Spin(9) �($4) 16

Exercise 4.4 C 2n の非退化な symplectic form を取り、自然表現 Sp(2n; C )y C 2n を考え
る。

(1) U = fU � C 2n j U は極大全等方的部分空間 g とおくと、Sp(2n; C ) は U に推移的に働
くことを示せ。

(2) U 2 U の基底を fu1; : : : ; ung とし、写像

U 3 U '7�! [u1 ^ � � � ^ un] 2 P(^nC 2n)

を考える。'(U) が生成する部分空間 � ^nC 2n は Sp(2n; C ) の既約表現を与え、その最高
ウェイトは$n = "1 + � � �+ "n (Bourbaki の記号) となることを示せ。

このようにして得られた既約表現を (^nC 2n)0 と表す。この表現の別の構成については例え
ば [79, Theorem 17.5]を参照せよ。
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4.2 Kostant-関口対応

以下の議論では直接表に現れないが、常にその底流に流れている考え方として、実巾零軌道
と sC における巾零 KC 軌道との対応がある。これは Kostant 流に言えば、実 sl2-tripleと、
正規 sl2-tripleの間の対応関係であり、関口流に解釈すれば Cayley 変換の理論となる。どち
らのアプローチでも Cartan 代数の間の対応までが誘導されることは興味深い。

De�nition 4.5 sl2-triplefY;H;Xgが正規 (normal)であるとは、H 2 kC ; X; Y 2 sC とな
るときに言う。つまり、 Cartan 対合を � とするとき、

�(H) = H; �(X) = �X; �(Y ) = �Y

がなりたつ。

また sl2-triplefY;H;Xgが Cayley 型であるとは、

�(H) = �H; �(X) = �Y; �(Y ) = �X

となるときに言う。

Example 4.6 sl(2; C ) において、 �(X) = �tX とすれば、

normal : H =

�
0 �i
i 0

�
; X =

1

2

�
1 i
i �1

�
; Y =

1

2

�
1 �i
�i �1

�

Cayley : H =

�
1 0
0 �1

�
; X =

�
0 1
0 0

�
; Y =

�
0 0
1 0

�

Theorem 4.7 (Mostow) gRの任意の sl2-tripleは Cayley型の sl2-tripleに随伴共役である。

Cayley 型の sl2-triplefY;H;Xgに対して、新しい gC の sl2-triplefY 0; H 0; X 0g を

H 0 = i(X � Y ); X 0 =
1

2
(X + Y + iH); Y 0 =

1

2
(X + Y � iH)

で定義する。これを Cayley 変換と呼ぶ。このとき、その定め方から明らかに fY 0; H 0; X 0g
は正規 sl2-tripleである。

Theorem 4.8 (関口) gR における (実) GR 巾零軌道 OgR
と、sC における (複素) KC 巾零

軌道 OsC
は一対一に対応する。その対応は、 Cayley 型の sl2-tripleと正規 sl2-tripleの間の

Cayley 変換によって与えられる。さらに次が成り立つ。

(1) 対応する二つの巾零軌道は同じ GC 軌道 OgC
を生成する。

OgR
� OgC

\ gR; OsC
� OgC

\ sC
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(2) 対応する軌道の次元、さらにこの二つを含む GC 軌道の次元の関係は次のようになる。

dimROgR
= 2dimC OsC

= dimC OgC

Proof. [22] 参照。 Q.E.D.

Remark 4.9 Vergne によって K 多様体 =R として OgR
' OsC

であることが証明されて
いる。

最近になって Schmid-Vilonen [80] により、随伴多様体と漸近台が Kostant-関口対応に
よって対応していることが証明された (が筆者は証明を follow できていない)。これで、随
伴多様体、漸近台、波面集合という巾零軌道と密接に関わっている不変量がすべて (本質的
には)同じものであったことが明らかになった。以上については直接彼らの一連の論文に当
たってみられたい。
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5 極小表現の定義と一般論

5.1 Joseph イデアル

この節では g で複素単純 Lie 環を表す。また G は (複素)随伴群とする。

Theorem 5.1 複素単純 Lie 環 g に対して次が成り立つ。

(1) gが An 型ではないとする。このとき g にはただ一つの (自明でない)最小次元の G 軌
道 Omin が存在する。その軌道は巾零軌道であって、  を g の最高ルートとすると、

Omin = G �X (X はルート  のルートベクトル)
= G �X� (� は任意の long root)

(2) gが An 型なら、巾零 G 軌道の中でただ一つ最小次元のものが存在し、それを Omin と
書くと、

Omin = G �X = G �X� (8� : ルート)

このとき、Omin は (自明でない) G 軌道の中で最小の次元を持つ。また Omin と同じ次元の
半単純軌道が連続無限個存在し、Omin はこれらの軌道の極限である。

Proof. 極小巾零軌道がすべての軌道の中で最小次元であることはすでに示した (定理 1.10)。
問題はそれがただ一つかどうかという点に尽きる。

Lemma 5.2 最小次元の軌道は巾零軌道かあるいは半単純軌道である。

Proof. x 2 g をゼロでない任意の元とする。x のジョルダン分解を x = xs + xn とすると

Zg(x) = Zg(xs) \ Zg(xn)

だから、

dimG � xs; dimG � xn � dimG � x
がわかる。等号が成立するのは Zg(xs) � Zg(xn) または Zg(xs) � Zg(xn) の時である。

g1 := Zg(xs) とおくと、 xn は g1 の巾零元とみなせることに注意する。

まず g1 = Zg(xs) � Zg(xn) のとき。よく知られているように g1 は reductive な Lie 代
数である。このとき Zg1

(xn) = g1 なので xn = 0 となる。

次に g1 = Zg(xs) � Zg(xn) のとき。系 3.5 より、g1 の Cartan 部分代数 (= g の Cartan
部分代数)を適当にとり、さらに正ルート系をうまくとれば xn は正のルートベクトルの一次
結合に書けている。もし g1 $ g ならば、ある十分大きな正ルート 
 2 �+(g; h)n�+(g1; h)
が存在して X
 2 Zg(xn) となる。(下記演習参照) ところが X
 62 g1 だから、矛盾である。
したがって g1 = Zg(xs) = g となる。g は単純だから xs = 0がわかる。 Q.E.D.
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Exercise 5.3 x = xs+xn をジョルダン分解として、g1 = Zg(xs)とおく。g1 $ gならば、あ
る十分大きな正ルート 
 2 �+(g; h)n�+(g1; h)が存在して X
 2 Zg(xn) となることを示せ。

巾零軌道中で最小次元のものはただ一つ、Omin であったから (定理 1.10) あとは半単純
軌道を調べればよい。半単純元 x = xs に対しては、その中心化代数 Zg(xs)は reductiveで、
しかもある放物型部分代数の Levi partになっている。したがって半単純軌道の次元の最小
値は

`(g) = minfdimg=q j q $ g は放物型部分代数 g

とおくと 2`(g)で与えられる。

一方放物型部分代数 (の共役類)は単純ルート系の部分集合と一対一に対応しているから、
`(g) を具体的に求めることは容易である。さらに次の命題 5.4から dimOmin もわかるので
両者を比較すれば、結果として An 型以外では Omin がただ一つの最小次元の軌道であるこ
とがわかる。(この後の表 5.1 参照)

An 型については、2`(g) = dimOmin なので、ある極大放物型部分代数があって、その
Levi part を与えるような半単純元の軌道はやはり最小次元となる。これが無限個あること
は見易い。このような軌道の極限として Ominが得られることは実際にやってみればわかる。

Q.E.D.

Proposition 5.4  を最高ルートとして、Omin = G �X を極小巾零軌道とする。

� = f
 2 � j (
;  ) > 0g � �+

とおくと、Omin の次元は dimOmin = #� + 1で与えられる。

Proof. 射影空間 Pg で考えると、X の固定部分群は放物型部分群 Q になる (演習 1.4
(2) 参照)。このとき

g� =
X
�2�

g�

はその巾零根基と一致する。これが示されれば q=Zg(X ) ' C だから、

dimOmin = dim g� dimZg(X )

= dim g� dim q+ 1

= dim g� + 1 = #� + 1

となって証明が完結する。

ところがルートの string の理論より、

(
; �) > 0 () 
 � � 2 � [ f0g () � � 
 2 � [ f0g
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である (例えば [48, x 9.4])。このことからまず � � �+ が結論される。さらに 
 2 �+ に対
して、[X�
; X ] 6= 0 ()  � 
 2 � [ f0g () 
 2 � なので ([48, x 25.2] 参照)、結局

q = h�
X
�2�

(�;
)=0

g� � g�

となって確かに g� は巾零根基である。 Q.E.D.

Remark 5.5 巾零 Lie 環 g� はその中心が g であるようなハイゼンベルグ Lie 代数となっ
ている。

後は計算あるのみであるが、`(g) と dimOmin の値を表にして示しておく。もちろん
2`(g) � dimOmin である。また随伴軌道はすべて偶数次元であることがよく知られていて、
dimOmin はすべて偶数である。

g `(g) dimOmin

An n 2n
Bn 2n� 1 4(n� 1)
Cn 2n� 1 2n
Dn 2(n� 1) 2(2n� 3)
E6 16 22
E7 27 34
E8 57 58
F4 15 16
G2 5 6

Table 4: `(g) と dimOmin

Exercise 5.6 g = sl(n; C ) において、上半三角行列を Borel部分代数 bとするような正ルー
ト系を取る。この時最高ルートに対応するルートベクトルは X = E1;n (Eij は行列単位)で
与えられる。

(1) Zg(X ) を求めよ。

(2) g� を求め、これが (2n+ 1) 次元のハイゼンベルグ代数であることを確認せよ。(ハイゼ
ンベルグ代数のごく一般的な実現と一致する)

(3) b を含む放物型部分代数 q で `(g) = dimg=q となるものを決定せよ。

Theorem 5.7 (Joseph) gを複素単純 Lie代数で、An 型ではないとする。このとき、com-

pletely prime な両側イデアル J であってその随伴多様体が Omin に一致するものがただ一
つ存在する。このイデアル J を Joseph イデアルと呼ぶ。さらに Joseph イデアルは次を
満たす。
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(1) J は極大イデアルであって (したがって原始イデアルでもある)、g の真部分代数からは
誘導されない。

(2) J の無限小指標は次のように与えられる。20

f$i j 1 � i � rank gg を基本ウェイトとする (基本ウェイトの番号付は [60] の付表による)。

Bn

Pn�3
i=1 $i +

1
2
$n�2 +

1
2
$n�1 +$n

Cn
Pn�1

i=1 $i +
1
2
$n

Dn

Pn�3
i=1 $i +$n�1 +$n

E6 $1 +$2 +$3 +$5 +$6

E7 $1 +$2 +$3 +$5 +$6 +$7

E8 $1 +$2 +$3 +$5 +$6 +$7 +$8

F4
1
2
$1 +

1
2
$2 +$3 +$4

G2 $1 +
1
3
$2

Table 5: Joseph イデアルの無限小指標 ([18, p. 15] よりの引用)

Remark 5.8 There are several notions of primitivity in U(g) (cf. Dixmier [66]).

I : maximal I : completely prime
+ +

I : primitive ) I : prime ) I : semi-prime

A 3 1 : ring

(1) I � A : prime ideal ,
�
A=I � 8J1; J2 : ideals 6= 0
) J1 � J2 6= (0)

�
(2) I � A : completely prime , A=I : integral domain

(3) I � A : semi-prime ideal ,
�
A=I � J : nilpotent ideal
) J = (0)

�

Proof. 証明は [18] を参照のこと。

イデアルの誘導について解説しておく。a � gを部分代数とし、I を U(a) の両側イデア
ルとする。このとき U(g)I に含まれる最大のイデアルを I から誘導されたイデアルという。
これは表現の誘導にちょうど対応している ([66, Prop. 5.1.7] 参照)。 Q.E.D.

20この表は無限小指標だけでなく 最高ウェイト � を持つ Verma 加群 M� の原始イデアルがちょうど J に
なるような �+ � を与えていることに注意せよ。
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最後に Gar�nkleによる Joseph イデアルの特徴付けを述べておこう。

まず S2(g) = �2 � E と G の表現に分解しておく。ここに  は最高ルートであって、
�2 は最高ウェイトが 2 の既約表現である (その S2(g)における重複度は 1である)。E は
残りの既約表現の直和。

このとき最高ウェイト多様体の理論から、E は Omin 上消えていること、�2 の制限は
Omin 上生き残ることが分かる (定理 1.2 参照)。したがって

p
grJ \ S2(g) = E である。

Gar�nkle の結果はこの逆が成り立つことを言っている。21

Theorem 5.9 (Gar�nkle) I � U(g) を両側イデアルであって、余次元が無限になるもの
(つまり dimU(g)=I =1)とする。このとき I が Joseph イデアルであるための必用十分条
件は、grI \ S2(g) = E となることである。

Proof. [68] を参照のこと。(といっても西山は確認していない) Q.E.D.

5.2 極小表現の定義と存在

この節では G を実 単純 Lie 群、g を対応する実 Lie 代数とする。

De�nition 5.10 (�;H)を既約 Harish-Chandra 加群とするとき、(�;H)が極小表現である
とは、その原始イデアルが Joseph イデアルのときに言う。(gC が An 型の時には定義され
ない)

この定義では特に An 型の時に定義されていないことが不便で、さらに Gによっては (い
くら被覆群を取っても)極小表現が存在しないことがある (命題 5.16 および表 6 参照)。そ
こで我々は以下のように拡張した定義もしておこう。

De�nition 5.11 (�;H) を既約 Harish-Chandra 加群とする。

(1) (�;H)が GK-極小表現であるとは、その Gelfand-Kirillov次元がゼロでない最小値を取
るときに言う。

(2) (�;H)が WF-極小表現であるとは、その波面集合 (あるいは漸近台)がただ一つの (ゼロ
でない)極小巾零 KC 軌道の閉包になっているときに言う。

すでに見たように (或はこれから明らかになるように)、GK-極小表現と WF-極小表現は
非常に近い概念である (が、もちろん gapがある)。しかしこの二つと本来の極小表現との隔
たりはかなり大きい。理想的には WF-極小表現であり、かつその原始イデアルが completely
prime 程度を要請するべきなのだろうと思われる。

Remark 5.12 以上のほかに Kazhdan による極小表現の定義がある ([13], [14])。その直感
的な理解には、例えば宇澤による解説 [16] (バージョンアップしたものがあるらしいので本

21grJ は素イデアルであろうと思われるが、よくわからない。
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人に問い合わせるのがよいだろう)を見よ。また実 Lie 群に対しては Torasso による構成が
ある ([17])。いずれも極小表現の研究にとって重要で活発な潮流の一つであるが、以下では
触れない。

以下特に断らない限り、原始イデアルが Joseph イデアルであることを極小表現の定義
とする。

まず極小表現を持つような単純 Lie 群をすべてリストアップしよう。以下、単純 Lie 群
Gが極小表現を持つとは、 G のある有限被覆群が極小表現を持つことを意味するとする。

Theorem 5.13 極小表現 (�;H)の随伴多様体は Omin \ sC の連結成分の閉包 (の和)であっ
て、Gelfand-Kirillov次元は極小巾零軌道の次元のちょうど半分に一致する。

Dim�min =
1

2
dimC Omin = dimC Os

min (または dimC Os
�

min)

Proof. 定義から随伴多様体が Omin = Omin [ f0g に含まれていることは明らか。一方
Omin \ sC は高々二つの軌道の和であり、AV (�) 6= f0gだから、主張が従う。
またGelfand-Kirillov次元については定理 2.18 (1) と極小表現の定義より従う。Q.E.D.

Remark 5.14 Dim�min は表 5.1 を見れば具体的に分かる。ただし 1=2 の因子を忘れない
こと。

Remark 5.15 極小表現の随伴多様体が実は一つの軌道の閉包になることは後で示される。
定理 5.23 を見よ。

定理 4.2 で sC \ Omin の分解について述べてあり、それに続く表を見ればこれがいつ空
でないかが分かる。空であるならそのような対称対に対しては極小表現が存在しない。また
Joseph イデアルの定義から A 型の群に対しては極小表現がない。さらに Vogan により次
の結果が得られている。

Proposition 5.16 Gを SO0(p; q) (p+ q : odd ; p; q � 4)の普遍被覆群とする。このとき G
は Dim� = 1

2
dimC Omin となるような既約表現を持たない。

Proof. [1, Th. 2.13] 参照。 Q.E.D.

したがって SO(p; q) (p+ q : odd ; p; q � 4)には極小表現がない。

逆にこのほかの場合は (ほとんど)すべて極小表現を持つことが知られている。以上の議
論で可能性が残った対称対と、その極小表現を構成した (あるいは中心的な役割を果たした)
人たちをリストアップしてみよう。注意すべきことは極小表現の存在を論じるのとその構成
をすることは微妙に違うし、あるいは表現が構成されていてもそれが極小表現であるかどう
かという判定はまた別物であるという点である。(したがってリストに漏ている人がたくさ
んいることを忘れてはならない)

表 6 : 極小表現を持つ対称対 (G;K) 一覧
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Table 6: 極小表現を持つ対称対

Cartan
分類記号 典型例 G=K Contributers

エルミート対称対

BDI SO(p; 2)=SO(p)� SO(2) (p � 2) ???
CI Sp(n;R)=U(n) Weil
EIII E6;2=Spin(10)� SO(2) ???
EVII E7;3=E6 � SO(2) ???

非エルミート対称対

BDI SO(p; q)=SO(p)� SO(q) (p � q � 3)
p : even ; q = 3 : Vogan
p+ q : even Kostant,

Binegar-Zierau
FI F4;4=Sp(3)� SU(2) Gross-Wallach
EII E6;4=SU(2)� SU(6) Gross-Wallach
EVI E7;4=Spin(12)� SU(2) Gross-Wallach
EIX E8;4=E7 � SU(2) Gross-Wallach
G G2=SO(4) Vogan
EI E6;6=Sp(4) Brylinski-Kostant
EV E7;7=SU(8) Brylinski-Kostant
EVIII E8;8=Spin(16) Brylinski-Kostant
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5.3 K タイプ

g = k� sを Cartan 分解として、記号は x4.1のものを用いる。またこの節では対称対 G=K
は極小表現を持つとする。

Theorem 5.17 G の極小表現 (�min;H) を考える。sC の KC の表現としての最高ウェイト
を  、最高ウェイトベクトルを X とする。また X� = X とおく。このとき

(1) G=K が非エルミート対称対なら、X� は H 上局所自由に作用する。
(2) G=K がエルミート対称対ならば、X または X� が H 上局所自由に作用する。

Proof. Vogan [1, Lemma 3.4]にしたがって証明する。

もし定理が成り立たないとすると X� はどちらも局所自由に作用していない、したがっ
て kerX� がある。(非エルミート対称対の場合には X� は KC 共役だから、X� は同時
に局所自由でなくなる。)

X� は局所巾零に作用する。実際

Hnilp = fv 2 H j 9n s.t. Xn
 v = 0g

とおくとこれは部分 (gC ; K) 加群となる。ところが kerX 6= 0 なので Hnilp 6= 0、既約性よ
り Hnilp = H となる。

X� 62 AV (�min) となることを示す。まず KC 不変な有限次元部分空間 H0 � Hを取る。
I0 = AnnH0 とおくと、これは左イデアルであって、XN

 2 I0 (9N)が局所巾零性より分か
る。J を Josephイデアルとすると、明らかに J � I0 であるから、

V (grJ ) = Omin � V (gr I0)
ところで、H0 は KC 不変だから、V (gr I0) � sC であって、しかもこれは KC 軌道の和であ
る。また Hは有限次元ではないから、V (grI0) 6= 0もわかる。以上から、V (gr I0)は Os

min

の閉包 (エルミート対称対のときには Os+

min;Os�

min 単独か、あるいはこの二つの集合の和の閉
包)となるので、特に X or X� 2 V (grI0)がわかる。ところが一方では、

X� 62 (X のゼロ点) � V (grI0)
なので、X� 62 V (grI0) である。同様に X 62 V (grI0) もわかる。これは矛盾である。

Q.E.D.

Exercise 5.18 (�;H) を (gC ; K) 加群とし、巾零元 X 2 gC をとる。

(1) X に対して

HX = fv 2 H j 9n s.t. Xnv = 0g
とおくと、これは部分 (gC ; K) 加群となることを示せ。(実際には gC で不変であることを
言うだけでよい。 [1, Lemma 3.2] 参照。)
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(2) (�;H)を既約とすると、巾零元 X は H 上局所自由に作用するか、あるいは局所巾零に
作用することを示せ。

Remark 5.19 一般の Harish-Chandra 加群の随伴多様体と、ある種の巾零 Lie 環の作用の
局所自由性については行者-山下の結果がある ([35])。

その結果を用いると、ハイゼンベルグ Lie 代数 g�
C
3 X (注の 5.5を見よ) の約半分の大

きさの部分巾零 Lie 代数 nがあり、その展開環 U(n)が (�min;H) 上局所自由に作用してい
ることが分かる。n も具体的に記述することができる (北大での講演ノート参照)が、煩雑な
ので今は触れない。

Exercise 5.20 (�;H)を既約 Hraish-Chandra 加群とする。このとき v 6= 0 2 Hに対して、
そのゼロ化左イデアルを I = Ann v = fX 2 U(gC ) j �(X)v = 0g とおく。

V (gr I) = f0g () dimH <1

であることを示せ。

Theorem 5.21 (Vogan) 極小表現 (�min;H) の K タイプへの分解は重複度自由であって、
つぎのように書ける。随伴多様体 AV (�min)が X を含むとする。このとき、ある KC 最高
ウェイト � が存在して、

�min

��
K
'
X�

m�0

��+m 

ここに �� は最高ウェイトが � の K の表現を表す。

Remark 5.22 AV (�min) 63 X なら (必然的にエルミート対称対の場合)、X� をとり、正
ルート系を取り直して同じことをやればよい。

Proof. だいたいの概略を述べる。

まず X は局所自由に作用することと、KC 最高ウェイトであることに注意せよ。H の
K タイプを取り、その最高ウェイトを �、最高ウェイトベクトルを v� としよう。このとき、
Xm
 v� 6= 0 であって、これは最高ウェイトが �+m の最高ウェイトベクトルである。

一方 � は dominantではあり得ないので、��n は十分大きな nに対しては最高ウェ
イトになり得ない。

この二つの考察から、9f�i j i 2 Igがあって、

�min

��
K
=
X�

i2I

X�

m�0

��i+m 

となることがわかる。(�i = �j (i 6= j) も許していることに注意)

#I <1 となることを示そう。
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Harish-Chandra 加群 H の次数付けをうまく取ると、I の任意の有限部分集合 I0 に対
して X�

i2I0

X�

0�m�k

��i+m � Hk

となるようにできる。したがって

dimHk �
X
i2I0

X
0�m�k

dim ��i+m 

� #I0 �
X

0�m�k

dim �m 

である。ところが、Weyl の次元公式により �+; 
K = f� 2 �+

K j ( ; �) 6= 0g とおくと

dim �m =

0
@ Y
�2�+; 

K

( ; �)

(�K; �)

1
Am#�+; 

K + (lower terms) (5.1)

となることがわかる。d = #�+; 
K + 1と書こう。すると、k に寄らないあるゼロでない定数

C があって、

dimHk � #I0 � C � kd +O(kd�1) (5.2)

であることがわかる。

ところが Dim�min = dである! もしこれがわかれば、上式 5.2において左辺も k の d 次
多項式であり、結局 #I0 は上から押さえられることが分かる。一方 I0 は任意の有限部分集
合だったから、I そのものが有限集合である。

そこで Dim�min = d を示す。

それには d = dimOs

min であることを示せば十分である
22 (定理 5.13 参照)。しかし Os

min

は最高ウェイト多様体であり、その次元は演習 1.4 (3)よりちょうど dとなることがわかる。

定理では #I = 1 であることが主張されているが、この事実は証明が難しい。実際のと
ころ Vogan の証明においても Case-by-Case Analysisが使われている。 Q.E.D.

5.4 随伴サイクルと Bernstein 次数

Theorem 5.23 極小表現 �min の極小 K-type を �� とする。次の条件

� 2 �+
K に対して、( ; �) = 0 =) (�; �) = 0 (5.3)

が成立していると仮定する23。この時次が成り立つ。
22非エルミート対称対の場合。エルミート対称対でも同様。
23この条件(5.3)はエルミート対称空間でない場合、既に知られている極小表現については成り立つ。エル
ミート対称対の場合にも例えば Weil 表現では成り立っている。一般に証明可能だと思う。(Open Problem)
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(1) 極小表現の随伴サイクルは sC の極小巾零 KC 軌道を Os

min としたとき (エルミート対称
対の場合は Os

+

min かまたは Os
�

min のいずれか)、

AC (�min) = Os

min (重複度は 1)

で与えられる。

(2) 対応する KC 最高ウェイトを  とすると、  は GC の最高ルートでもあって、

�+; 
K = f� 2 �+

K j ( ; �) 6= 0g; �+; = f� 2 �+ j ( ; �) 6= 0g = �

とおけば、Gelfand-Kirillov次元 Dim�min は

Dim�min =
1

2
dimC Omin =

1

2
(#�+; + 1)

= dimC Os

min = #�+; 
K + 1

となる。

(3) さらに Bernstein 次数は

Deg �min = degOs

min = (#�+; 
K )! �

Y
�2�+; 

K

( ;  )

2(�K; �)

と表される。

Proof. ほとんどの部分の証明は終わっている。証明すべき点は、随伴多様体がただ一つの
軌道の閉包であること (ここまでは二つの軌道の閉包になる場合を排除できていなかった)、
さらにその随伴サイクルにおける重複度が 1であることの 2点である。

しかしこの二つの事実は �min の Bernstein 次数を計算すれば同時に解決できる。実際も
し Bernstein 次数と射影多様体 P(Os

min) (または P(Os�

min))の次数が一致したとしよう。する
と随伴サイクルは

AC (�min) =

(
m Os

min 非エルミート対称対の場合

m+ Os+

min +m� Os�

min エルミート対称対の場合

と表されるから、定理 2.18 (2)により、非エルミート対称対の場合には

Deg �min = m degOs

min = mDeg �min ) m = 1

がわかる。エルミート対称対の場合には射影多様体として Os+

min ' Os�

min であることに注意
すると24、degOs+

min = degOs�

min = Deg �min である。このことから

Deg �min = m+ degOs+

min +m� degOs�

min = (m+ +m�) Deg �min ) m+ +m� = 1

24実際この軌道は GC の作用で移りあう。

49



一方、m� は非負整数なので、結局 AC (�min) = Os�

min であることがわかる。

そこで Bernstein 次数が degOs

min に一致することを示そう。

まず �min の K-type への分解が定理 5.21により分かっているが、各既約成分 ��+m が
ちょうど次数付けを与えていることに注意する。そこで Weyl の次元公式によってヒルベル
ト関数を計算すると

dim ��+m =
Y
�2�+

K

h� +m + �; �i
h�; �i

= m#�+; 
K

Y
�2�+; 

K

h ; �i
h�; �i +O(m#�+; 

K
�1)

となる。ここで条件(5.3)を使った。あとはヒルベルト関数とポアンカレ級数との関係より、
次数の公式が従う。また ( ; �) 6= 0なら ( ;  ) = 2( ; �)であることに注意せよ。一方 Os

min

の方は最高ウェイト多様体なので、その関数環の KC 加群としての分解より

R �Os

min

�
=
X�

m�0

� �m 

であること、次数付けがちょうど m でなされることが分かる (定理 1.2 (3) 参照)。この式
から同様にして射影多様体の次数を計算すれば、Deg �min と全く同じ式が得られ、両者は一
致する。(定理 3.24参照) Q.E.D.
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6 Weil 表現 : 極小表現の例 I

Abstract

この章ではシンプレクティック群 Sp(2n;R) の二重被覆群であるメタプレクティッ
ク群を考え、極小表現の例として Weil 表現を取り上げる。まず Weil 表現の実現を
Schr�odingerモデルで与え、そのあと Fock モデルによる実現と Harish-Chandra加群を
具体的に計算する。さらに定義にしたがって Weil 表現の二つの既約成分がどちらも極
小表現になることを示す。Weil 表現については Weil の原論文のほか、第四回の整数論
サマースクール報告集、[69], [70] などを参照されたい。また Howe による種々の dual
pair の論文も役に立つだろう ([72] [74])。

6.1 シンプレクティック群とハイゼンベルグ群

W を実ベクトル空間で、非退化シンプレクティック形式 h; i を持つものとする。W の極大
な全等方的部分空間 (totally isotropic space) X; Y であって W = X � Y となるものが取れ
る。これを極分解 (polarization)という。

G = Sp(W ) = Sp(2n;R)

をシンプレクティック形式を不変にするような線型変換の全体とし、シンプレクティック群と
呼ぶ。ただし dimW = 2n とおいた (必然的に偶数次元)。

Exercise 6.1 W の極大全等方的部分空間の全体を Xで表す。

(1) Xには Sp(W )が推移的に作用していることを示せ。したがって Xには等質多様体とし
ての構造が入る。(演習 4.4 参照)

(2) Xを等質多様体として具体的に表示し、dimXを求めよ。(さらに余裕があればグラスマ
ン多様体との関係を論じよ。)

(3) 以上の考察を極分解に対して行なえ。

さらに H =W � Rz とおき、H に次のような積を定義する。

(w; t) � (w0; t0) = (w + w0; t+ t0 +
1

2
hw;w0i) (ただし w + tz = (w; t) などと書いた)

この積で H は群となり、ハイゼンベルグ群と呼ばれる。

Lemma 6.2 (1) G = Sp(W )は次のように H の自己同型を引き起こす。

g � (w; t) = (gw; t) (g 2 G; (w; t) 2 H)

この対応により、G � AutH とみなせる。
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(2) R = r � 1W をゼロでないスカラー作用素とすると Rは次のような H の自己同型を引き
起こす。

R � (w; t) = (rw; r2t)

このようにして R� � AutH とみなせるが、G \ R� = f�1g である。

Proof. 単なる計算である。 Q.E.D.

H の既約ユニタリ既約表現 (�; V ) を取る。中心の元はスカラーで作用するから �(tz) =
 (t)1V と R の乗法的一次元表現を用いて表すことができる。このとき  を � の central
character と呼ぶ。

Theorem 6.3 (Stone-von Neumann) H のユニタリ既約表現 (�; V ) は次のように分類
される。

(1) central character  が自明なら、(�; V )は一次元の指標であって、W = R2n の表現と本
質的に同じ。

(2) central character が自明でなければ  によって (�; V ) はユニタリ同値を除きただ一通
りに決まる。

Proof. (1) は簡単。

(2) は本質的に Mackey 理論である。簡単に説明する。

A, B を簡単のためアーベル群とし、その半直積群 H = AnB を考える。今の場合には
A = X、B = Y � Rz と取ればよい。さて Aは B に自己同型として作用するので、双対を
取ると B の既約指標の空間 B^ にも作用している。Mackey 理論は次のことを主張する。

B^=A 3  と  の固定部分群 A 、A の既約指標 ' 2 A^
 を取る。このとき A nB の

表現として '�  は well-de�nedであり、そのユニタリ誘導表現

IndHA nB ('�  )

は既約である。H の任意の既約表現はこのようにして一意的に得られる。

さて、我々の場合には B^=A は central character  に対応しており、これが自明なら、
A = A で、(1) に相当する。自明でなければ A = f0g となることがわかる。この場合は
' の取り方は一意的であって central character を決めると既約表現はただ一通りに決まる。

Q.E.D.

そこでいま自明でない central character  を一つ固定して、対応するハイゼンベルグ群
の表現を (� ; V ) と書こう。さて、g 2 Sp(W )に対して、表現

�g (h) = � (g
�1 � h) (h 2 H)
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を決めると Sp(W ) が H に中心を固定して働いていることから、この表現 �g もまた同じ
central character を持つ。したがってそれは � とユニタリ同値である。

9!(g) ユニタリ作用素 s.t. !(g)�g (h)!(g)
�1 = � (h) (8h 2 H)

このようにして G = Sp(W ) の表現空間を V に持つユニタリ射影表現 ! が構成できた。し
たがって ! は G の普遍被覆群の表現を定めるが、実は二重の被覆を取れば十分である。

Theorem 6.4 (Weil) 定数倍を調節することにより ! は Sp(W )の二重被覆群 Mp(W ) の
ユニタリ表現を定める。この表現を Weil 表現、あるいは調和振動子表現と呼ぶ。また H
の別の自明でない central characterに対して同じように表現の構成を行うと互いに非同値で
ないものは  (tz) = e�it に対応する二つのみである。

Proof. 最初の主張の「表現がうまく定義できる」部分は本質的ではあるが省略する。(あ
とで具体的に表現を構成する。)

central character に関する主張については次のように考えればよい。R を補題 にある
AutH の元とする。すると R� = � Ær�2 であることが容易に分かる。ところが

g �R � � (h) = � (R
�1g�1h)

= � (g
�1R�1h) = g � � (R�1h)

= !(g)�1� (R
�1h)!(g)

= !(g)�1(R � � )(h)!(g)

だから、 !(g)は central character  Æ r�2 に対しても intertwinerになっている。したがっ
て、 R�=(R�)2 = f�1gだけの自由度しか残らない。この二つが互いに異なることは実際に
構成してみれば分かる。(一方は最高ウェイト表現、他方は最低ウェイト表現となる) Q.E.D.

以下  (tz) = eit で決まる central characterに対応するもののみ考え、それを ! と記す。

6.2 Schr�odinger モデル

抽象的なレベルでは Weil 表現が構成できたものの具体的にこれを捉えるには表現の作用
素を具体的に書き下してみるのがよい。そこでまず H の表現 (� ; V ) を決めよう。すでに
Mackey 理論で紹介したように、これは B = Y �Rz の一次元指標からの誘導なのであった。

表現空間 : V = L2(X) = L2(Rn) 3 f(x)

表現の作用素 :

�((�; 0))f(x) = f(x+ �) (x; � 2 X)

�((�; 0))f(x) =  (hx; �i)f(x) = eihx;�if(x) (� 2 Y )
�((0; t))f(x) =  (t)f(x) = eitf(x) (t 2 R)
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このとき Weil 表現の作用素は次のように与えられる。

まず P を Y を不変にするような放物型部分群とする。このとき P の Levi部分群は X; Y
を同時に不変にするような部分群となり、 GL(n;R) = GL(Y ) に同型である。GL(n;R) 3
a 7! S(a) 2 Sp(W ) は W 上の線型変換として S(a)(x; y) = (ta�1x; ay) として実現される。
ただし X はシンプレクティック形式 h; iによって Y の双対空間とみなしている。

P の巾単根基は可換群となり、b : X ! Y であって hx; bx0i+ hbx; x0i = 0 (x; x0 2 X)が
成り立つようなものを用いて T (b)(x; y) = (x; y + bx) と定義される線型変換 T (b) 2 Sp(W )
の全体となる。

Exercise 6.5 W = X � Y をシンプレクティック形式 h; i に関する極分解とする。このと
き線型変換 b : X ! Y であって hx; bx0i + hbx; x0i = 0 (x; x0 2 X)が成り立つようなものを
取れば、hx; bx0iは X 上の対称な双一次形式を決めることを示せ。したがってこのような b
は対称行列と同一視できる。

この P に対しては Weil 表現は非常に簡単な表示を持つ。実際

Weil 表現の作用素 :

!(S(a))f(x) =
p
det a � f(tax) (a 2 GL(n;R))

!(T (b))f(x) =  
��1

2
hx; bxi� f(x) (b : X ! Y : 上の性質を持つもの)

p
det a はメタプレクティック群 Mp(W ) に対しては一価関数となっていることに注意して
おく。

さらに P は極大放物型部分群なので、これを「裏返す」ような位数 2の変換 � に対して
! を定義しておいてやれば Sp(W ) 全体で定義されることになる。� は次のように決められ
る。まず X の基底 fe1; e2; � � � ; engと Y の基底 ff1; f2; � � � ; fngを hei; fji = Æij となるよう
にとっておき、

�(ei) = �fi; �(fj) = ej

となるようにする。このとき

!(�)f(x) =

s�
i

2�

�n Z
X

 (h�(x); �i)f(�)d� =
s�

i

2�

�n Z
X

eih�(x);�if(�)d�

と定義する。ここでも根号は「うまく」取らなければならないが詳細については省略する。

Exercise 6.6 以上のようにして定義した作用素 !(g) はすべてハイゼンベルグ群の表現の
intertwining 作用素になることを確かめよ。

Exercise 6.7 ハイゼンベルグ群の表現 (� ; L
2(X)) の C1 ベクトル全体はちょうど急減少

関数の空間 (Schwartz空間)と一致することを示せ。
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6.3 Fock モデル

目標：Weil 表現を in�nitesimalに Lie 環の表現として考えてその作用を具体的に書き下す。
さらに Harish-Chandra 加群を Fock モデルを用いて実現する。

前節での Weil表現の構成は座標にあまり依存しない形で行ったが、ここでは微分表現を
具体的に書き下す必要があるから次のように具体的に G = Sp(2n;R) を実現しておく。ま
ず標準基底として ff1; f2; � � � ; fn; e1; e2; � � � ; eng を採用する (まず Y の基底があることに注
意)。つまり

W =

�
Y
X

�

するとシンプレクティック形式は次の行列 � を使って書ける。

� =

�
0 �1n
1n 0

�
; hw;w0i = tw�w0 (w;w0 2 W )

さらに極大放物型部分群はブロック型の上半行列となり、

P 3 S(a)T (b) =
�
a 0
0 ta�1

� �
1n b
0 1n

�
(a 2 GL(n;R); b 2 Sym(n;R))

と表示される。

S(Rn) � L2(Rn) を Schwartz 空間とする (演習 6.7 参照)。この空間には Weil 表現の微
分として G = Sp(2n;R) の Lie 環の複素化 gC = sp(2n; C ) が働くが、その作用を書き下し
てみる。

Ai;j =

�
Ei;j 0
0 �tEi;j

�
7�! xi

@

@xj
+
1

2
Æi;j

Bi;j =

�
0 Ei;j + Ej;i
0 0

�
7�! �p�1 xixj

Ci;j =

�
0 0

Ei;j + Ej;i 0

�
7�! �p�1 @2

@xi@xj

ここで Ei;j は (i; j) 成分だけが 1であるような行列単位を表す。また X 3P xiei を座標表
示とした。

Exercise 6.8 Weil 表現 ! の微分表現を具体的に計算せよ。このうち Ai;j; Bi;j については
表現の定義式を直接微分して計算できる。Ci;j については

Ad �(Bi;j) = �Ci;j; � =

�
0 �1n
1n 0

�

であることと � の作用、つまりフーリエ変換により多項式を掛けることと微分をすること
が互いに入れ代わることに注意すればわかる。
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このままでは極大コンパクト群 K の作用が見難いので更にちょっと工夫をする (例えば
[77, x III.2.1]を見よ)。以下のような表現の実現方法は Fock type の実現と呼ばれる。それ
に対して今までやってきたような L2 関数による実現を Schr�odinger type の実現と呼ぶ。

ai = (xi � @=@xi) ; a
�
i = (xi + @=@xi)

と書こう。このとき v = exp(�jxj2=2) 2 S(Rn) に対して、写像 � を次のように定義する。

� : C [ai j 1 � i � n] 3 p(a1; � � � ; an) 7�! p(a1; � � � ; an)v 2 S(Rn)

a�i は S(Rn) に微分作用素として自然に作用しているが、この作用を � で引き戻すと、

a�i v = 0; [a�i ; aj] = 2Æi;j

だから、 a�i は C [ai j 1 � i � n] に 2@=@ai として働く。以下 gC の作用を C [ai j 1 � i � n]
上の微分作用素として書き下してみよう。

まず K ' U(n) を次のように実現しておく。

K =

��
A B
�B A

����� A+ iB 2 U(n)
�

Cartan 対合 � を �(x) = �tx (x 2 g) または �(g) = tg�1 (g 2 G) として、g = k � s を
Cartan 分解とすれば sC には K が adjointで作用している。 sC は K の表現として既約で
はなく、二つの既約成分 s� に分解する。つまり gC = s� � kC � s+ となっている。

kC の生成元は

(1) Ai;j � Aj;i (i 6= j) と

(2) Bi;j � Ci;j の二通り。

(1) の場合、引き戻した多項式環 C [ai j 1 � i � n] 上の作用は次のようになる。

xi
@

@xj
=

ai + a�i
2

� a
�
j � aj

2
だから

xi
@

@xj
� xj

@

@xi
=

1

2
(aia

�
j � a�i aj)$ ai

@

@aj
�
�
@

@ai

�
aj

(2) の場合、Bi;j � Ci;j を引き戻すと、同様な計算で

�p�1
�
xixj � @2

@xi@xj

�
$ �p�1

�
ai

@

@aj
+

�
@

@ai

�
aj

�

(1), (2) より結局 kC の生成元として多項式環上の微分作用素

ai
@

@aj
+
1

2
Æi;j

56



がとれることがわかる。この微分作用素たちは gl(n; C ) を生成するが、 1=2で \繰り込まれ
ている"(renormalized)ことに注意せよ。また k の中心の元は (標準的にとれば)

�p�1
 

nX
j=1

aj
@

@aj
+
n

2

!

に対応している。

sC の生成元は

(3) Ai;j + Aj;i と

(4) Bi;j + Ci;j の二通り。

(3) の場合 :

xi
@

@xj
+ xj

@

@xi
$ �1

2
aiaj + 2

@2

@ai@aj

(4) の場合 :

�p�1
�
xixj +

@2

@xi@xj

�
$ �p�1

�
1

2
aiaj + 2

@2

@ai@aj

�
となるから sC の生成元として

aiaj;
@2

@ai@aj

がとれることがわかる。ここで kC のウェイトを考えれば結局

s� () faiajg; s+ ()
�

@2

@ai@aj

�
(6.1)

となっていることがわかる。あるいはより詳しく、ルートベクトルの作用を書くと�
X"i+"j =

p�1aiaj
X�"i�"j =

p�1@i@j ; X"i�"j = ai@j +
1

2
Æij

となっている。

以上をまとめると

L2(Rn) � S(Rn) � C [x1 ; � � � ; xn]e�jxj2=2
= � (C [a1 ; � � � ; an]) (6.2)

であって C [x1 ; � � � ; xn]e�jxj2=2 は (gC ; K)-加群になることがわかる。もちろんこの作用を引
き戻して C [a1 ; � � � ; an] も同型な (gC ; K)-加群である。
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Lemma 6.9 Mp(2n;R) の Weil 表現 (!; L2(Rn)) の Harish-Chandra (gC ; K)-加群は n 変
数多項式環 C [a1 ; � � � ; an] に同型である。作用は上で計算したように与えられる。
Theorem 6.10 (1) Weil 表現 (!; L2(Rn)) は二つのユニタリ既約表現の直和であって、そ
の二つの既約成分を (!�; L2(Rn)�) と書くと、L2(Rn)� はそれぞれ偶関数および奇関数の
空間である。またユニタリ内積は通常の L2 内積で与えられる。

(2) (!�; L2(Rn)�)の K タイプへの分解は重複度自由であって、具体的には次のようになる。

(!+; L2(Rn)+) '
X�

m�0

�I=2+2m"1 (6.3)

(!�; L2(Rn)�) '
X�

m�0

�I=2+(2m+1)"1 (6.4)

ただし I= (1; 1; � � � ; 1); "1 = (1; 0; � � � ; 0)であって、�� は eK ' U(n)e (U(n) の二重被覆群)
の最高ウェイト � の有限次元既約表現である。

Proof. 証明はすべて終わっている (はずだ)。うーむ。 Q.E.D.

特に K タイプへの分解に注目すると、この場合 � = I=2または � = I=2+ "1 であって
 = 2"1 は最高ルートであることに注意しておく。(記号は定理 5.21 参照)

6.4 極小表現としての Weil 表現

Theorem 6.11 (1) Sp(2n;R) の極小表現は二重被覆の表現であり、ちょうど 4つある。そ
れらは Weil 表現の既約成分であって、特にユニタリ表現である。

(2) 極小表現 !� はどちらも同じ随伴サイクルを持ち、 AC (!�) = Os
+

min である。また
Dim!� = n; Deg!� = 2n�1 が成り立つ。

Proof. Weil 表現が極小表現であることを確認しよう。それには次の二点を確認すれば十
分である。

� 随伴多様体が Os
+

min であること。

� 原始イデアルが completely primeであること。

しかもこれを個々の !� ではなく、Weil 表現そのものについて行えばよい。(理由は各自考
えよ。)

まず随伴多様体であるが、次数付けを多項式の次数 �2 で行うことができて、それによ
ると s� は grV の annihilatorに入ることが分かる。また定義から kC も annihilatorに入っ
ている。したがって随伴多様体は s+ に含まれる。

次に表現の具体形を見ると、X2
"i+"j

�X2"iX2"j 2 Ann (grV )であることが容易に分かる。
これらの多項式で消えるものはちょうど対称行列 (= s+) の中で階数が 1 のものと同一視で
き、最低次元の軌道がこのような determinatal varietyになることはよく知られている。
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次に原始イデアルについて。これは表現の作用素が生成する代数が U(gC )=I であること
と、その具体形から、多項式環上の微分作用素でその代数が表されること、さらに Weyl 代
数が整域であることより明らかである。

Gelfand-Kirillov次元、 Bernstein 次数についてはすでに公式があるので機械的にそれを
適用すればよい (もちろん直接計算もできる)。 Q.E.D.

Exercise 6.12 Weil 表現 !� の Gelfand-Kirillov 次元が n であることを直接示し、このこ
とと、軌道の次元の情報から随伴多様体が Os

+

min であることを結論せよ。

Weil 表現は dual pair を用いた表現の theta 対応、あるいは保型形式の theta liftingな
ど豊かな理論が展開する場を提供している。一般に極小表現はこのような場を提供すること
が期待される。表現論への dual pair の応用は数多いが、例えば [82]を参照して欲しい。
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7 不定符号直交群の極小表現 : 極小表現の例 II

Abstract

この節では G = SO0(p; q)を考え (p; q については後で著しい制限を加える)、その極
小表現を構成する。その方法は主に Kostantによって建設され、Binegar-Zierauによっ
て見通しよく整備された。また �rsted-小林 による研究もある。
方針としては、ある特別な退化主系列を幾何的に構成し、その部分表現を調和関数と

して取り出す。するとそれが極小表現になるというものである。このやり方は derived
functor module による既約表現の構成とよく似ている。またこの場合は非エルミート
対称対だが、ほかの非エルミート対称対の場合にも似たような方法が適用できることが
Brylinski-Kostantによって報告されている。

7.1 退化主系列表現

M = R
p+q = E � F;E = R

p ; F = R
q とする。M 上の不定値二次形式 Q を

Q(x + y) =

pX
i=1

x2i �
qX
j=1

y2j = RE � RF (7.1)

と書くことにする。(二次形式と二次の多項式を混同しているが、許されたい)

二次形式 Q を不変にするような (不定値)直交群O(Q) = O(p; q)を考える。以下その単
位元の連結成分G = SO0(p; q) の極小表現を考える。簡単のために 0 � p � q としよう。

よく知られているように極大コンパクト部分群は K = SO(p)� SO(q) である。この場
合 G の実ランクは pであって (したがって p = q のときに split =R)、岩澤分解は次のよう
になる。

G = KAN

K =

�
SO(p)

SO(q)

�

A = exp a; a =

�
a =

�
0 d(a)

d(a) 0

�
j d(a) = diag (a1; a2; � � � ; ap)

�
N : 記述困難 (笑)

a のルートを

� =

( f��i � �j j 1 � i < j � pg (p = q)

f��i � �j j 1 � i < j � pg [ f��i j 1 � i � pg (p < q)

とする。ここに �i(a) = ai で、� 2 a� とみなしている。標準的に正ルートを取ると最高ルー
トは  = �1 + �2 で、これは通常の (restricted でない)ルートでもある。さらに単純ルート
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系は

� =

( f�i = �i � �i+1 j 1 � i � p� 1g [ f�p = �p�1 + �pg (p = q)

f�i = �i � �i+1 j 1 � i � p� 1g [ f�p = �pg (p < q)

さて C = (Q のゼロ点) を光錐とし、その (実)射影化を X = P(C) と書く。また �1 =
�1��2 に対応する実極大放物型部分群を P とおく。つまり P =MPAPNP とすると AP は
一次元で、MP ルートは 2 � i < j � pに対応するルートたちになっている。また

K \MP =

2664
"

O(p� 1)
"

O(q � 1)

3775 � K " = �1

NP $ f�1 � �j j 2 � j � pg ([f�1g)
Lemma 7.1 X は G 等質多様体で、等質多様体として X ' G=P となる。

Proof. X に Gが推移的に働くことは見やすい。あとは v1 = diag (1; 0; � � � ; 0; 1; 0 � � � ; 0)
の固定部分群が P であることを確かめればよい。 Q.E.D.

Remark 7.2 v1 2M はこの場合「最高ウェイトベクトル」であって、C� = Cnf0gは (実)
最高ウェイト多様体になることに注意せよ (もっとも軌道は二つに分かれるが)。X はその射
影化である。

X 上の直線束 L は P の適当な一次元表現 � = �(Æ; �) (Æ = 0; 1; � 2 C ) に対応して G
主束の構造を持つ。つまり L� = G�P C � と表せる。ただし � は P の一次元表現で、

�(man) = "(m)Æa�

である。

このとき切断の空間 �(L�) には自然に G の作用が定義でき、表現となるが、表現論の
言葉を使うとこの空間は退化主系列表現の空間 Ind GP�である。特に C1 バージョンを考え
ると

Ind GP� = f' 2 C1(G) j '(gman) = "(m)Æa��'(g)g
と

�(L�) = f' : C� ! C j '(ax) = (sgn a)Æjaj��'(x) (x 2 C�; a 2 R
�)g

が同一視される。

極小表現はある特別な一次元表現 �に対して、この �(L�)の調和関数のなす部分空間と
して構成される。
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Remark 7.3 あまり厳密でないが、なぜこのようにして極小表現を構成するかという理由
を述べる。まず極小軌道の次元を見れば Dim�min = p+ q� 3とならなければいけないこと
が分かる。そこで理想的には �min の表現空間として、 dim = p+ q� 3の多様体上の関数空
間を取りたい。ここで上の退化主系列の場合に次元を見てみると、次のようになるだろう。

C (光錐) dim = p+ q � 1

+ 射影化

X = P(C) dim = p+ q � 2

+ ker�(微分方程式の解空間)

? dim = p+ q � 3

X = P(C) の上の関数空間を少し捻って直線束の切断を取ったのが退化主系列の空間。そこ
でさらに調和関数の空間を考える (微分方程式で次元を一つ落とす)事で、表現空間を得よう
としている。

7.2 ラプラシアンの核空間

k 2 Zに対して Æ = (1� (�1)k)=2 とおき、� = �(Æ;�k) ととる。また切断、誘導表現のカ
テゴリーは C1 ではなく、代数的なものを考えることとする。このとき �(L�) = �k は

�k = f' 2 R �C�� j '(ax) = ak'(x)g
となっている。そこで C を含む錐 D で、M = R

p+q で開になっているものを取り、

�k(D) = f' 2 R �D�
� j '(ax) = ak'(x) (x 2 D�; a 2 R

�)g
と定義しておこう (つまり D は C の錐状近傍)。

M = E � F 上のラプラシアン25 � = �p;q を

� = �(E)��(F ) = @Q

で定義する。またオイラー作用素を

I =
nX
i=1

xi
@

@xi
(n = p+ q; xj+p = yj)

と書く。

Lemma 7.4 次の等式が成り立つ。

[I; Q] = 2Q; [I;�] = �2�; [�; Q] = 4(I + (p+ q)=2)

特に ' 2 �k に対して

�Q' = Q�' + 4(k +
p+ q

2
)'

25ダランベルシアン?
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Proof. routine work Q.E.D.

以下 p+ q を偶数と仮定する。この仮定は極小表現を構成する上で本質的である。

Lemma 7.5 � : �k(D) ! �k�2(D) が成り立つ。さらに k = 2 � (p + q)=2 に対して
f(x) 2 �k(D)かつ f(x) = 0 (x 2 C) なら

�f
��
C�

= 0

が成り立つ。

Proof. dQ 6= 0 だから、 f = 0, f = Q' と書けている (Hilbert の零点定理)。' 2 �k�2

に注意せよ。したがって

�Q' = Q�' + 4(k � 2 +
p+ q

2
)' = Q�'

C 上では Q = 0 なので �f
��
C�

= 0がわかる。 Q.E.D.

この補題により f(x)を C�から Dへどのように (代数的に)拡張しても k = 2�(p+q)=2
なら �f

��
C�
は拡張の仕方に依らないことが分かる。特に H = ker� � �2�(p+q)=2 は well-

de�ned である。また �は明らかに G 不変であるから、H = ker� � �2�(p+q)=2 は G 不変
な部分空間であって、 G の表現が定義される。この表現を (�;H)と書くことにしよう。こ
れが極小表現になることを示すのが以下の目標である。

7.3 K タイプと球面調和関数

まず古典的な球面調和関数の理論を復習する。

Lemma 7.6 Sp�1 を p�1 次元球面とすると、SO(p)が自然に L2(Sp�1)に働いている。

(1) SO(p) の表現として L2(Sp�1) は重複度自由であり、

L2(Sp�1) '
X�

m�0

�m�1

と分解される。ただし �1 は SO(p) の C p 上の自然な表現の最高ウェイトである。

(2) 各既約成分 �m�1 は m 次の調和多項式を球面へ制限したもの全体が張るベクトル空間に
一致する。特に (適当に正ルートを取れば) (x1 + ix2)

m を球面に制限したものは �m�1 の最
高ウェイトベクトルになる。

Proof. アプローチの仕方は二つある。

一つは最高ウェイト多様体の理論を使うこと (本質的には Borel-Weilである)。もう一つ
は SL(2;R) との間の dual pair の理論を用いること。もちろん古典的な調和関数の理論に
帰着することも可能である。

63



これについては例えば [83, x 9.3], [77]を参照して欲しい。また p = 3 のときには古典的
な球面調和関数の理論で良く知られている。例えば [84, x 4]を見よ。 Q.E.D.

以下 E = R
p 内の単位球面を SE、F = R

q のそれを SF と書く。

Lemma 7.7 SE � SF ! X は 2 : 1 の被覆写像である。

Proof. 明らか。この被覆写像を通して、X 上の関数は SE � SF 上の関数とみなすことが
できる (し、そうする)。 Q.E.D.

さて �k を K = SO(p)� SO(q)の表現とみなして既約分解することは、L2(X)を K の
表現として分解することに相当する。一方すでに L2(SE �SF ) = L2(SE)�L

2(SF )の分解は
分かっているから、これを利用することにしよう。

Lemma 7.8 K の表現として �k は重複度自由であって、次のように分解する。

�k '
X�

l+m�k (mod 2)
l;m�0

�l�1 � �m�p+1

Proof. SE � SF 上の関数が X 上の関数に落ちるためには、ファイバーの上で同じ値を
取っている必要がある (パリティ条件)。これを書き下してみる。�l�1 � �m�p+1 に含まれる関
数はもともと l +m 次式であるから (�1)l+m = (�1)k が成り立っていることが必要十分と
なる。 Q.E.D.

以下 k = 2� (p+ q)=2として話を進める。また話の都合上 p; q は偶数と仮定する26。

Theorem 7.9 k = 2 � (p + q)=2 かつ p; q は偶数とする。このとき �p;q 調和関数の空間
H � �k は K の表現として重複度自由であり、次のように分解する。

H '
X�

m�0

�(m+(q�p)=2)�1 � �m�p+1

これが G の表現 (�;H) の K タイプへの分解を与えている。

Proof. しばらくの間 � = �1、� = �p+1 とおく。

まず球面調和関数を �k の関数として M� = Rp+qnf0gへ拡張しよう。それには光錐上で
は RE = RF であったことを思いだし ((7.1) 参照)、f(x) 2 �l� および g(y) 2 �m� に対して

F (x; y) = Rd
Ef(x)g(y) (2d = k � (l +m))

とおく。いま k � (l +m) � 0 ( mod 2) なので d は整数になることに注意しておく。する
と明らかに F (x; y) 2 �k は x; y の多項式 (1=RE の因子を除いて) である27。また作り方か
ら明らかに、F (x; y)

��
SE�SF

= f(x)g(y)が成り立つ。
26必ずしもこの仮定は必要なく、先に述べたように p+ q が偶数であることが本質的である。
27したがって F (x; y) は厳密には M� 上の関数ではなく、M から RE = 0 を除いた開集合上で定義されて

いる。これが先にでてきた錐状近傍 D である。
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そこで �F (x; y) を計算してみる。まず �f(x)g(y) = 0 に注意して、次の補題を用意
する。

Lemma 7.10 IE を E におけるオイラー作用素とする。このとき

(1) [�; RE] = 4(IE + p=2) =: 4HE

(2) [�; Rd
E] = 4dRd�1

E (HE + (d� 1))

Proof. 演習問題とする。 Q.E.D.

この補題を使うと

�F (x; y) = �Rd
Ef(x)g(y)

= Rd
E�f(x)g(y) + [�; Rd

E]f(x)g(y)

= 0 + 4dRd�1
E ((IE + p=2) + (d� 1))f(x)g(y)

= (k � (l +m))(2l + p+ k � (l +m)� 2)Rd�1
E f(x)g(y)

と計算できる。ただし 2d = k � (l +m) であることを用いた。さらに k = 2� (p+ q)=2で
あったことに注意すると上の式は

(2� (p+ q)=2� (l +m))(l �m� (q � p)=2)Rd�1
E f(x)g(y)

と計算できる。最初の因子はゼロではないので、結局これが \消滅"するには

l = m+
q � p

2

が必要十分であることが分かる。 Q.E.D.

7.4 極小表現

上で構成した表現 (�;H)が極小表現になることを示す。
Theorem 7.11 (�;H)は既約表現であって、

(1) (gC ; K) 不変な内積を持つ。つまり対応する G の表現はユニタリである。

(2) 原始イデアルは Joseph イデアルに一致する。したがって (�;H)は極小表現である。

ここでは G が splitしている場合 (p = q)に既約性を証明するに留めよう。実はこの既
約性の証明方法はユニタリ内積を定義するときにも役に立つし、原始イデアルが Joseph イ
デアルであることを判定するのにも役に立つのだが、それについては [4] [3] [5] を参照され
たい。

splitしているときには (�;H) は spherical 、つまり K の自明な表現を含むことに注意
する。この自明な表現のゼロでないベクトルを 1 と書くと、それを M� に延長したものは
R

1�p=2
E となる (我々はいま p を偶数と仮定していることに注意せよ)。
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Theorem 7.12  を最高ルートとして X 2 sC を最高ルートベクトルとする。このとき
Xn
� X

n
 1 の K 不変成分は

Xn
� X

n
 1 = �1+ (残りの成分);

ここに � は a =
p

2
� 1 とおいて、

� =
n!�

a + n

a

�(�a;n) (ただし (s;n) = s(s� 1) � � � (s� n+ 1))

で与えられ、特にゼロではない。

Proof. まず最高ルートベクトルを具体的に計算し、X� を微分作用素で表わそう。その
ために座標系を �

E ' C p の座標: (x1; : : : ; xp)
F ' C q の座標: (y1; : : : ; yq)

と取る。さらに

�
z1 = x1 + ix2
w1 = y1 + iy2

とおくと、

8>><>>:
X = z1

@

@w1

+ w1
@

@z1

X� = z1
@

@w1

+ w1
@

@z1

と表せる。(確かめよ。)

次にこの微分作用素 X� を �min

��
K
3 1 = R

1�p=2
E に作用させたものを具体的に計算す

る。これは少し一般的にやっておこう。

Lemma 7.13 RE = x21 + � � � + x2p とし、微分作用素 X� を上のように与える。このとき
d 2 Zに対して次が成り立つ。

(1) Xn
 R

d
E = (d;n)Rd�n

E (z1w1)
n

(2)

Xn
� X

n
 R

d
E = Rd�2n

E

X
0�s+t�n
0�s;t

(d; 2n� (s+ t))
n!

(n� (s+ t))!

�
n

s

��
n

t

�
jz1j2(n�s)jw1j2(n�t)Rs+t

E

ただし (s;n) = s(s� 1) � � � (s� n+ 1) と書いた。

Xn
� X

n
 R

d
E を球面上で積分すると、球面調和関数の定数 (自明な表現)以外の部分は全て

消滅するから、これで定数部分の係数が具体的に計算される。つまり、Z
SE�SF

Xn
� X

n
 R

d
Ed� = � (d = 1� p=2)

である。この積分には次の演習問題を使うとよい。
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Exercise 7.14 SE を x21 + � � �+ x2p = 1 で定義された単位球面とし、d� を球面上の正規化
された回転不変測度とする。z1 = x1 + ix2 とおくと、次の式が成り立つことを示せ。Z

SE

jz1j2md� =

� p
2
� 1 +m

m

��1

これを使っても定理の形に � が書けることは級数の公式などを開発する必要があるが、
それについては割愛する (時間がないので、将来的には補います)。 Q.E.D.

一般論から Xn
 1は各 K タイプの最高ウェイトベクトルであることが分かり、結局この

定理より各 K タイプは表現を生成することが判明した。したがって (�;H)は既約である。
ユニタリ性については、不変な正値内積が入ることを示せばよい。しかし不変性より、内

積は一意的に決まってしまうので、結局正値性を示せばよい。それには内積の K 最高ウェ
イトにおける値を計算すれば良いが、それは上で計算した Xn

� X
n
 1 の係数そのもである。

これが正値であるから、内積は常に正値になる。

問題は原始イデアルが Joesphイデアルになることであるが、これは Gar�nkle の 2次の
斉次元による Josephイデアルの特徴付けが必要となる。これについてはまたの機会に譲り
たい。
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8 極小表現とは何か?

極小表現の持っているユニークな性質を列挙してみよう。これを見れば極小表現が決して特
殊な袋小路的な理論ではないことが実感できる。

(以下、最小性とか極小性はゼロ、有限次元表現、自明な場合を除いてのもの。)

� 原始イデアルが Joseph イデアルである。結果として無限小指標が決まり、そのような
表現は有限個しかない。

� Gelfand-Kirillov次元が最小。

� 随伴多様体が極小巾零軌道。さらに随伴サイクルは重複度が 1 (一つの軌道の閉包のみ)。

� ユニタリ表現であって、ほとんどの場合ユニタリ双対の中で孤立している。orbit method
によるユニタリ表現の分類を考えたとき、巾零軌道に対応するような (少数の)表現の
うちの一つで、定まった述語ではないものの、ユニポテント表現とみなせる。

� 誘導表現では表されない。これも orbit method との関係から重要な性質である。

� dual pair の理論を内包し、その pair への分解によって豊富な情報を提供する。これ
は古典群の定義表現の tensor 積の分解が豊富な表現論 (あるいは不変式論)の舞台を提
供することと似ている。

� K タイプへの分解は重複度自由であり、その分布は半直線状 (pencilと呼ばれる)であ
る。重複度自由であることは dual pair への制限が具体的に書き下せることの理論的
な裏付けを与える。

� ほとんどの場合保型表現である (例外もある)。
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極小表現についてはかなりのことが分かっているが、将来の課題としては、次のような
ことがあげられる。

� dual pairを具体的に決定し、テータ対応を記述すること。

dual pairについては Lie 代数のレベルでは例えば Rubenthalerによる分類がある。し
かし例えば SO(4; 4) � G2�S3 の例のように、 Lie 代数のレベルでは記述できないよ
うな興味深い例が報告されていることを思い出すべきである。

またテータ対応の研究については始まったばかりだと思う。

� 表現の実現を様々な方法で具体的に与えること。これは特に例外型群で望まれる。
表現の構成はすでに注意したようにすべてのタイプで終わっているが、例えばほかに
極小表現は存在しないのかなどといった問いにはまだ答えられていない。

さらに Weil 表現の場合のように簡便な記述が何通りも存在するという状態ではなく、
さらに便利な記述が望まれる。現在のところ利用可能なのは主に K タイプの分布に関
する情報と X の作用ぐらいである。(もちろん理論的にはこれだけあれば決まるのだ
が、応用的には十分ではない)

� 指標を求めること。これについては Adams の仕事がある。

� 極小表現の定義を Joseph イデアルを使わないで行うことは意味があると思う。実際
極小表現を持たないとされているケースでも明らかに「これこそが極小表現であるべ
きだ」という表現は存在するので、そのような表現を特徴づけることは実数体上の代
数群の表現を研究する場合には不可欠となるだろう。試みに、「随伴サイクルが [Os

min]
(重複度は 1)であって、原始イデアルが completely prime」というのではどうかと考
えている。28

28重複度が 1であること、原始イデアルが completely prime、Goldie rankが 1である、という 3つの条件
はかなり近いと思われる。
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